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APRESENTACAO
Este livro € um convite para uma reflexdo acerca do processo de
ensino e aprendizagem da regra de sinais de nimeros inteiros relativos. Do
ponto de vista didatico/pedagdgico, o ensino dessa regra encontra-se
envolto por crencas e metaforas. Uma dessas metéforas é a ideia de que
esses numeros sejam associados a um modelo comercial de ganho e de
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perda: o sina é relacionado a perda, enquanto “+” estd relacionado ao
ganho. Como explicar que uma divida multiplicada por outra divida se
transformaria em um ganho?

Glaeser e Coquin-Viennot enfatizam que o modelo comercial, utilizado
para o ensino das propriedades aditivas, contribui para a formagdo de
obstaculos no ensino das propriedades multiplicativas dos relativos. O
modelo comercial encontra na nocdo de congruéncia semantica de Duval
uma forte oposicdo por conta de uma associacdo codificada entre verbos e
operacdo. Entdo, a partir das ideias de Caraca, a respeito do principio de
extensao, inferimos que o ensino das operag¢des com relativos deve seguir
esse mesmo principio.

Encontra-se relatada neste livro a sequéncia didatica que elaboramos
e aplicamos com uma turma de 72 ano. Essa intervencdo didatica
contemplou as operacdes de adicao, multiplicacdo e subtracdo dos numeros
inteiros relativos evitando o modelo comercial. Essa experiéncia, com toda

a riqueza de detalhes, encontra-se descrita neste livro. No decorrer da

leitura serdo apresentados aspectos de cunho tedrico e pedagdgico. As



situacGes vivenciadas em sala de aula e os resultados dos testes aplicados
com os alunos foram analisados a luz dos referencias teodricos.

Cabe salientar que a sequéncia didatica por nés elaborada e aplicada
ndo é uma “receita”, mas apenas aponta possibilidades tedricas e
metodoldgicas para que o professor reflita e elabore a sua prépria proposta
de ensino para os numeros inteiros, mais especificamente para a regra de
sinais. Esperamos que a proposta de trabalho aqui apresentada possa
subsidiar novas praticas pedagogicas envolvendo o processo de ensino e

aprendizagem da regra de sinas. Desejamos a todos uma 6tima leitura!

Os autores



INTRODUCAO

O ensino dos numeros relativos no ensino fundamental enfrenta
problemas que acabam repercutindo ao longo da vida escolar dos alunos. A
dificuldade enfrentada pelos alunos na aprendizagem da multiplicacdo de
dois numeros negativos direcionou o tema da nossa pesquisa para o ensino
dos numeros inteiros, com énfase nas operac¢des de adi¢cdo, multiplicacdo e
subtracdo. A introdugao conceitual dos nimeros relativos foi um processo
lento e surpreendente. A origem da regra de sinais é geralmente atribuida a
Diofanto de Alexandria que viveu no Século lll depois de Cristo (Eves, 2004,
p. 207). Diofanto nao faz nenhuma referéncia aos numeros relativos, mas,
em seu Livro | Aritmética, ele menciona que: “Menos multiplicado por
menos é mais e menos por mais € menos” (2007, p. 22). No periodo
compreendido entre Diofanto e Hankel, muitos matematicos procuraram
construir uma demonstragdo para a regra de sinais pautada em exemplos
praticos. Porém, Hankel (1867), demonstra que a regra usual dos sinais é a
Unica das regras possiveis que preserva a distributividade® a esquerda e a
direita, isso porque ele aborda a ideia de numero relativo numa outra
dimensdo, que ndo aquela procurada na natureza. De acordo com Glaeser
(1981, p. 338), Hankel, diferentemente de Laplace que acreditava na
existéncia de uma explicacdo para a multiplicagao dos relativos na natureza,

aborda a questdo em outra dimensao, os nUmeros ndo sdo descobertos, sdo

! Dizemos que um conjunto A ndo vazio preserva a distributividade & direita e & esquerda
se para a, b, ¢, trés elementos quaisquer deste conjunto ocorrerem as igualdades:
a(b+c)=ab+ac e (b+c)a = ba+ca.



imaginados e a regra de sinais é pura inven¢do da mente humana e, deste
modo, uma convenc¢do, uma convencado “conveniente” porque preserva a
distributividade.

Aproximamo-nos da versdao construtivista dos conhecimentos
matematicos por percebemos que o conhecimento matematico se da na
inter-relacdo do homem com o mundo, que ele é construido por meio da
acdo do homem. Nesse sentido, nas situagdes de ensino, o aluno constroéi
seus conceitos a partir de problematizacdes de ac¢Ges reflexivas sobre
materiais e atividades do saber matematico. De acordo com Glaeser (1981),
o modelo metafdrico, usado para facilitar a compreensao das propriedades
aditivas, constitui-se num obstdculo a compreensdo da multiplicacdo desses
numeros. Hoje, do ponto de vista matematico, o teorema de Hankel ndo
causa nenhuma dificuldade ou estranheza. Entretanto, do ponto de vista
didatico/pedagdgico, muitos obstaculos ainda precisam ser ultrapassados.
Por meio do modelo metafdrico, o aluno é facilmente convencido de que se
ele tem cinco reais (+5) e deve trés reais (—3), ao pagar a divida Ihe sobram
dois reais (+2), contudo, dificilmente serd convencido do mesmo em (—3) x
(—=2) = +6. Como uma divida multiplicada por outra divida pode tornar-se um
ganho? “Nessas condi¢des, ndo se esta introduzindo um falso contrato
diddtico quando se utiliza o modelo concreto para apresentar o conjunto dos
numeros relativos?” (COQUIN-VIENNOT, 1985, p. 183). Esse
questionamento de Coquin-Viennot (1985) nos provocou um desconforto
gue, de certa forma, vem ao encontro dos problemas que vivenciamos na

sala de aula ao longo da nossa vida profissional. O fato da multiplicacdo de



dois niumeros negativos ndo estar relacionado a situa¢cGes contextualizadas,
como as situacdes da adicdo, desafiou-nos a buscarmos subsidios tedricos e
metodoldgicos a fim de melhorar a nossa pratica de ensino a respeito dos
problemas que se estabelecem no ensino dos numeros relativos,
principalmente, da regra de sinais. As operac¢Ges de adi¢do, multiplicacdo e
subtracdo com numeros relativos mostram-se como uma barreira que
precisa ser transposta nas situagdes de ensino e aprendizagem da sala de
aula. A explicacdo da regra de sinais apresentada por Hankel (1867) mostrou
gue a regra usual é a Unica regra possivel que preserva a propriedade
distributiva da multiplicacdo em relagdo a adicdo tanto a direita quanto a
esquerda. Dessa maneira, as mesmas propriedades que regem os numeros
positivos foram estendidas também para os negativos. Essa capacidade que
o homem civilizado tem para fazer generalizacbes e abstracdes Caraca
(1963, p.10) chama de “principio de extensdo”. O trabalho intelectual do
homem orientado por certas normas e principios foi que propiciou a
ampliagao dos conjuntos numéricos. O homem por meio das suas abstragdes
e generalizagBes conseguiu transpor o pensamento unicamente concreto e
ascender ao campo formal das operacdes. Foi essa barreira que Hankel
(1867) derrubou ao mostrar que a explicacdo para a regra de sinais — x — =+
ndo poderia ser procurada na natureza, pois ela é fruto do pensamento
humano e, como tal, precisa atender as regras da consisténcia interna da
prépria matematica.

O modelo comercial, assim denominado por Glaeser (1981), pode

facilitar o entendimento do aluno a respeito de problemas aditivos de



numeros relativos, assim como os que aparecem nos livros didaticos, porém
essa abordagem pode trazer obstaculos para a compreensao de problemas
multiplicativos. Deste modo, pensamos que “é necessdrio para a construgao
do pensar matemdtico também uma formalizagdo da linguagem
matematica, e trabalhar a sua construcdo, permite uma melhor
compreensao das producdes e das problematizacdes da matematica nas
condi¢des ontoldgicas” (SAD, 2005, p. 159). Além dessa questdo, podemos
analisar o ensino das operacgGes dos relativos numa outra perspectiva, o da
congruéncia e da ndo congruéncia semantica, introduzida por Duval (2012).
Um dos obstaculos enfrentados por muitos alunos nas suas aprendizagens
matematicas estd ligado ao fato de que a equivaléncia referencial se destaca
da congruéncia semantica. Geralmente, quando ocorre a passagem de uma
representacdo semidtica a outro sistema de maneira espontanea diz-se que
ha congruéncia semantica. Para isso, de acordo com Duval (2004, p. 53), ela
deve atender a trés condicdes: (1) as condicdes de correspondéncia
semantica entre as unidades significantes que as constituem; (2) manter a
mesma ordem de apreensdao possivel destas unidades nas duas
representacdes; (3) converter a unidade significativa na representacao de
chegada. Porém quando n3do se cumprem um desses critérios, as
representagdes nao sdao congruentes entre si e a passagem de um sistema
de representac¢do a outro pode nao ocorrer de forma imediata.

Na sala de aula, a adicdo de nimeros relativos é apresentada de forma
contextualizada com exemplos que podem convencer rapidamente. Porém,

a multiplicacdo de numeros relativos é explicada dogmaticamente. Sob o



ponto de vista da perspectiva da congruéncia semantica, a adicdo de
numeros relativos nem sempre representa um ganho e a subtracdo nem
sempre representa uma perda. Na multiplicacdo de nimeros inteiros, a ideia
de adi¢do de parcelas iguais encontra como obstaculo a multiplicacao de
dois numeros negativos. Entdo, embrenhados, nesse contexto conturbado
emergiu o seguinte questionamento: de que forma o “principio de
extensdao” pode contribuir para o processo de ensino e aprendizagem da
multiplicagdo de nimeros negativos? Movidos por este desafio, realizamos
uma pesquisa, propondo-nos a analisar uma sequéncia didatica em que as
opera¢des de adicdo, multiplicacdo e subtracdo com numeros inteiros
relativos foram abordados por meio do “principio de extensdo”, e
verificamos as suas possiveis contribuicdes no processo de ensino e
aprendizagem. Visando atender o objetivo deste trabalho, sentimos
necessidade de buscar na histéria da matematica como aconteceu o
processo de consolidacdo do numero negativo. Uma histéria de muitas idas
e vindas, tracadas por uma trajetdria ndo linear, que apresentou muita
hesitacao a respeito dos negativos. Essa trajetdria histérica é apresentada
no primeiro capitulo — Contexto historico do surgimento da regra de sinais.
Bem, se historicamente o contexto do surgimento dos nimeros negativos
foi conturbado, precisamos saber se esses problemas ainda persistem nas
salas de aulas atuais. O que nos apontam os Parametros Curriculares
Nacionais (PCN), o National Council of Teachers of Mathematics (NCTM) e a
Base Nacional Comum Curricular (BNCC) a respeito do ensino dos nimeros

negativos? Essa é uma das questdes que abordamos na segunda parte do



nosso trabalho — Os numeros inteiros relativos na sala de aula, BNCC, PCN e
NCTM. No terceiro capitulo — Fundamentos tedricos para o ensino de
numeros inteiros relativos: principio de extensdo e congruéncia semdntica -
apresentamos o embasamento tedrico que nos deu suporte para construir
uma sequéncia didatica que se opOs ao modelo comercial e conduziu o
ensino dos relativos, atendendo ao “principio de extensdo”. Exploramos
situacdes que se apresentam no ensino dos nimeros relativos, relacionados
a congruéncia semantica e propomos reflexdes a luz da Teoria dos Registros
de Representacdo Semidtica de Raymond Duval. Na quarta parte do nosso
trabalho — Caminhos da Pesquisa: aplicagdo da sequéncia diddtica e andlise
dos resultados — embrenhados nas dificuldades apresentadas no processo
de ensino e aprendizagem dos numeros inteiros, sentimos a necessidade de
apresentar uma abordagem diferente para a adicao dos relativos, a fim de
ndao comprometer o ensino da multiplicacdo desses nimeros. Assim, neste
capitulo, apresentamos o relato da aplicacdo da nossa sequéncia didatica e
postura que assumimos na conducdo do ensino dos numeros relativos. Por
fim, apresentamos as Consideragdes finais em que enfatizamos os principais
achados do estudo, buscando atender aos nossos objetivos e responder aos
guestionamentos que fomentaram todo o nosso trabalho. Também
apresentamos algumas consideracdes acerca das implicacoes futuras desta
pesquisa, principalmente, aquelas relacionadas a pratica pedagdgica

referente ao ensino dos nimeros negativos.



CAPITULO |
CONTEXTO HISTORICO DO SURGIMENTO DA REGRA DE SINAIS

Neste capitulo, abordaremos alguns aspectos da histéria do nimero
negativo, bem como do surgimento e da consolidagao da regra de sinais da
multiplicacdo desses numeros, que se mostram relevantes no contexto
histérico geral. Uma histéria de incertezas, de idas e vindas e de muitas
hesitacdes na aceitacdo da ideia de nimero negativo. Acreditamos que esses
aspectos historicos poderdo trazer significativas contribuicdes para o
entendimento das dificuldades encontradas pelos matematicos, no passado,
e sua estreita relacdo com as dificuldades encontradas hoje por nossos
alunos no que tange o processo de ensino e aprendizagem dos numeros

inteiros relativos.

1.1 Um pouco da histdria antiga sobre os nimeros negativos

A origem da regra de sinais da multiplicacdo de nimeros negativos &,
em geral, atribuida a Diofanto de Alexandria. Sobre ele, pouco se sabe, até
mesmo o periodo em que viveu. No entanto, os historiadores apontam
evidéncias e tendem a situa-lo no século lll de nossa era. Esse algebrista de
nacionalidade desconhecida escreveu trés trabalhos: Aritmética, Sobre
Numeros Poligonais e Prisma (EVES, 2004, p. 207).

A regra que estabelece que “— x — = +” aparece no comeco do livro |
da sua Aritmética de forma explicita: “Menos multiplicado por menos é mais
e menos por mais é menos” (DIOFANTO DE ALEXANDRIA, 2007, p. 22).

Porém, em nenhum momento Diofanto apresenta uma justificativa para tal
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regra. Ele apenas a usava nos calculos intermediarios e ndo aceitava as raizes
negativas na solucdo das equacdes quadraticas (BOYER, 2010).

No oriente, a matemadtica assumiu um cardter pratico voltado as
questGes administrativas, organizagdes publicas e cobranga de impostos.
N3o se encontra na matematica oriental anotacbes de demonstragcGes ou
argumentacdes sobre os calculos, apenas uma prescricdo de como aplicar as
regras. Inicialmente, foi dada énfase a aritmética pratica e a medicdo, no
entanto, com o passar do tempo, fortes tendéncias levam a abstracdo e a
aritmética transformou-se em algebra (STRUIK, 1992).

Contrariando a posicdo de Struik (1992), a respeito de ndo se
encontrar na matematica oriental demonstracdes sobre calculos, Joseph
(1991) defende, ao longo das 494 paginas do seu livro “La Cresta Del Pavo
Real: las matematicas y sus raices no europeas”, a posicdo de que a atividade
matemadtica fora da Europa tem sido ignorada, desvalorizada e distorcida. O
autor afirma que existe uma certa resisténcia com relacdo aos
conhecimentos matematicos anteriores ao periodo da matemadtica grega,
comparando-a com “rabiscos de criang¢as que estdo aprendendo a escrever
em oposicdo a grande literatura” (KLINE, 1962)2. Essa visdo atribui a
matemadtica egipcia e babildnica a ideia de que essas matematicas nao
tinham regras gerais, careciam de demonstracdes e ndo eram abstratas.
Entretanto, ndo se pode negar que nas resolugdes dos problemas que foram

apresentadas por esses povos, tanto no papiro de Ahmes como nas tdbuas

2 Citado por JOSEPH (1991, p. 32).
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babilbénicas “indicaria que existia uma compreensao da generalidade das
regras subjacentes” (JOSEPH, 1991, p. 181). Assim, o autor reconhece que
diferentes culturas, em diferentes momentos da histéria, tém contribuido
para os conhecimentos matemadticos do mundo, cada qual com suas
caracteristicas proprias.

De acordo com Struik (1992), grande parte do que sabemos sobre os
conhecimentos egipcios encontram-se em dois papiros: Papiro de Rhind e
Papiro de Moscovo. Esses papiros apresentam problemas que estdo
baseados numa matematica pautada no sistema de numeracao decimal. De
acordo com Lumpkin (1996), apesar da ideia de numero negativo ndo ter
sido registrada na civilizacdo egipcia, eles ja mostravam indicativos desses
numeros ao utilizarem malhas quadriculadas na construcdo de piramides.
Eles escolhiam uma linha no nivel do chdao como sendo a linha zero e
numeravam as outras linhas como sendo cubico acima de zero e abaixo de
zero. Mesmo assim, de acordo com Eves (2004, p. 67), “a matematica do
Egito antigo nunca alcancou o nivel da matematica da Babil6nia”.

Na civilizacdo babil6nica, perto do ano 2000 a. C., a aritmética da
Babilonia ja tinha se desenvolvido e passado para a algebra retodrica.
Encontram-se anotagdes que apontam que eles resolviam equagdes lineares
e quadraticas e, também, problemas que envolviam equacgdes cubicas e
biquadradas. No entanto, encontravam apenas raizes positivas. Sua
geometria tinha base em problemas praticos relacionados a medicao, mas a
forma geométrica era apenas uma forma de apresentar uma questdo

algébrica (STRUIK, 1992; EVES, 2004).
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O estudo da matematica antiga chinesa pode ser encontrado na mais
importante obra da matemadtica chinesa Jiu zhang suan-shu (Chiu chang
suan shu), ou Nove Capitulos da Arte Matemadtica. Essa obra foi produzida,
muito provavelmente, durante a dinastia Han (206 a. C. — 220 d. C.) e
constitui um livro totalmente voltado a matematica. Sua matematica
consiste num conjunto de problemas, e uma série desses problemas
conduziria a sistemas de equagdes lineares. A solu¢cdao dessas equagdes
lineares era efetuada por transformacGes de matrizes. E nessas matrizes é
gue encontramos pela primeira vez na histéria a anotacdo de numeros
negativos (STRUIK, 1992, p. 67). Um numero negativo era representado
tracando uma diagonal na sua ultima coluna, por exemplo, —12 era
representado por ~—™ (JOSEPH, 1991, p. 207).

Parece que para os chineses a ideia de nUmeros negativos ndo causou
problemas, ja estavam acostumados a calcular manipulando duas colecées
de barras vermelhas e pretas, correspondendo a numeros positivos e
negativos, respectivamente. Contudo, eles ndo aceitavam a ideia de que um
numero negativo pudesse ser raiz de alguma equacdo, eram usados apenas
como intermediarios na execucdo de algum tipo de célculo (BOYER, 2010).

Em contraste a matematica chinesa, a histdria da matematica grega
nos aponta que o conceito de nUmero negativo ndo foi registrado nesse
periodo. O principal objetivo da matematica grega, expresso nos primeiros
estudos, foi o de compreender o lugar do homem no universo. Desta forma,
a matematica auxiliaria a ordenar as ideias em sequéncias légicas e a

encontrar a ordem no caos. Dois grupos de pensadores merecem ser
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destacados na matemadtica grega. De um lado estavam os “sofistas”,
preocupados em desenvolver uma matematica mais voltada a compreensao
do que a utilidade. E, de outro, os “pitagdricos”, que davam importancia ao
estudo dos elementos imutdveis da natureza e da sociedade. Estudavam
geometria, aritmética, astronomia e musica. A aritmética era especulativa e
pouco tinha em comum com a dos babilénicos (STRUIK, 1992).

De acordo com Eves (2004), uma das caracteristicas da matematica
grega era a sua persisténcia com as rigorosas demonstragdes, alcangando
uma existéncia independente. Os gregos dispunham de duas maneiras
principais para resolver equagdes simples: o método das proporgdes e o
método da aplicacdo de areas. Ao que tudo indica, esses métodos se
originaram dos pitagéricos. O forte apego que os gregos apresentavam com
a geometria impossibilitou-os de ousarem em considerar os negativos como
numeros, pois “[...] para quem a geometria era um prazer e a algebra um
demoénio necessario, rejeitaram os numeros negativos. Incapazes de ajusta-
los em sua geometria, incapazes de representa-los por figuras, os gregos
consideravam os negativos ndo exatamente como numeros” (KASNER;
NEWMAN, 1968, p. 94).

Segundo Struik (1992, p. 108), os matematicos gregos fizeram uma
separacdo entre “aritmética” e “logistica”. A “aritmética” (arithmoi) era a
ciéncia dos numeros que expressava um numero natural, uma “quantidade
composta por unidades”. Enquanto a “logistica” era o célculo pratico que
estava baseado num sistema de numeracdo que mudou com o tempo. Isso

mostra que:
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Historicamente, os nudmeros negativos ndo surgiram na
contagem, mas nos cdlculos; ou seja, surgiram na Logistica,
mais explicitamente na resolugdo de equagdes. Isso se
concretizou com Diofanto (fl. Século Ill), na sua obra
Arithmetiké, que era essencialmente um trabalho da Logistica
Tedrica. Nessa obra, Diofanto desenvolveu resolugdes de
equagdes usando implicitamente as regras de sinais, todavia
desconsiderou a existéncia independente dos numeros
negativos (ANJOS, 2008, p. 24, grifos do autor).

A matematica grega ndo aceitou a existéncia independentemente do
numero negativo, no entanto, as regras de sinais aparecem implicitamente
na obra de Diofanto como uma tentativa de abreviar os calculos. Diofanto
ndo aceitou a ideia de numero negativo isoladamente, estes aparecem

somente como cdlculos intermediarios.

1.2 Alguns aspectos histéricos dos numeros negativos na Idade Média

A ciéncia chinesa influenciou e deixou sua marca na ciéncia de outras
sociedades, por exemplo, o sistema decimal e os nimeros negativos podem
ter vindo da China para a India. No entanto, ndo podemos negar que a
ciéncia indiana também exerceu influéncia sobre a China. “A influéncia
indiana na China pode ser tdo antiga como a introducdo do budismo na
China” (STRUIK, 1992, p. 128).

Os hindus se destacaram como calculadores, no entanto sua
geometria era insuficiente, pois era muito empirica e, em geral, ligada a
mensuracdo. Como eram excelentes aritméticos, deram importantes
contribuicGes a algebra. “Ao contrario de Diofanto, que procurava uma

qualquer das solug¢des racionais de uma equacao indeterminada, os hindus
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empenhavam-se em encontrar todas as solugcdes inteiras possiveis” (EVES,
2004, p. 256, grifos do autor).

Na matematica hindu, o mais relevante matematico do século VIl foi
Brahmagupta (598-665). Segundo Boyer (2010), Brahmagupta fez
contribuicGes importantes a algebra ao considerar duas raizes, mesmo as
negativas, como solucdo das equacdes quadraticas. Pela primeira vez, em
sua obra, encontra-se a aritmética sistematizada dos nimeros negativos e
do zero. Sua obra fornece, também, as seguintes regras operatorias
envolvendo os numeros negativos: “Positivo dividido por positivo, ou
negativo por negativo, é afirmativo. Cifra dividida por cifra é nada. Positivo
dividido por negativo é negativo. Negativo dividido por afirmativo é
negativo. Positivo ou negativo dividido por cifra € uma fracdo com esse
denominador” (BOYER, 2010, p. 150).

No entanto, Brahmagupta complicou-se um pouco ao afirmar que 0/0
=0, porém para o caso de a/0 ele ndo se comprometeu. Outro matematico
hindu que teve destaque na segunda metade da Idade Média foi Bhaskara
(1114 a cerca de 1185). Ele foi responsavel por preencher algumas lacunas
apresentadas na obra de Brahmagupta como, por exemplo, o problema da
divisdo por zero. Na sua obra mais conhecida, o Lilavati, cujo titulo € o nome
da sua filha, Bhaskara reuniu problemas de Brahmagupta e outros,
acrescentando suas novas observacgdes. O Lilavati apresenta uma série de
problemas sobre os itens prediletos dos hindus: equacbes lineares e

guadrdticas, tanto determinadas quanto indeterminadas, simples
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mensuracdo, progressao aritmética e geométrica e outros (BOYER, 2010, p.
152).

Bhaskara, em um de seus livros, resolveu a equacdo x> — 45x = 250
encontrando as raizes x = 50 e x = —5 como solugao do problema. Para a raiz
negativa, ele manifestou um certo ceticismo. No entanto, ndo se pode
desconsiderar que, de certa forma, os niUmeros negativos ganharam com
isso uma vagarosa aceita¢do (STRUIK, 1992, p. 117).

No periodo de 650 a 750, os arabes ndo demonstravam muito
interesse intelectual, foi somente na segunda metade do oitavo século que
se observou um despertar cultural no Isla. Neste periodo, foram chamados
para Bagda estudiosos da Siria e da Mesopotamia e a cidade se tornou uma
nova Alexandria. Durante o califado de al-Mamum se estabeleceu em Bagda
uma “Casa da Sabedoria” onde se encontrava, entre os mestres, um
matematico e astrbnomo chamado Mohammed ibu-Musa al-Khowarizmi
gue escreveu obras de astronomia e matematica. Dentre essas obras, a mais
importante foi Al-jabr Wa’l mugabalah da qual teve origem o termo dlgebra.

A dlgebra apresentada nesta obra estd mais préxima da algebra
elementar de hoje que as obras de Diofante e de Brahmagupta, no entanto
nem al-Khowarizmi nem outros matematicos arabes usaram a sincopacao
ou numeros negativos (BOYER, 2010, p. 156). As contribuicbes de al-
Khowarizmi foram importantes no contexto histérico da matematica, pois
foi ele uma das principais fontes pela qual os numerais indianos e a algebra

arabe chegaram a Europa (STRUIK, 1992, p. 122).
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Outro matemadtico que também se destacou no campo da algebra
geométrica foi Omar Khayyam. Ele resolveu as equacgbes cubicas
geometricamente, no entanto ndo aceitava as raizes negativas e, com
frequéncia, ndo encontrava todas as raizes positivas (EVES, 2004).

A matematica arabe sofreu influéncia das matematicas grega e hindu.
No entanto, a matematica arabe possui caracteristicas préprias, em geral
tinham uma boa e clara apresentacdao e uma organizagao sistemdtica dos
calculos. Apesar do conhecimento que os arabes tinham a respeito das
regras que regem os numeros negativos, eles rejeitavam as raizes negativas
e ndo utilizavam nenhum tipo de abreviatura ou simbolo de notacdo (BOYER,
2010).

Na Europa, com a expansao do comércio, o interesse pela matematica
na ldade Média se espalhou vagarosamente. A matematica especulativa
quase desapareceu nesse periodo, era apenas apreciada pelos fildsofos
escoldasticos. Os homens praticos estavam interessados na contagem, na
aritmética e na computacdo, desejos que foram influenciados diretamente
pelo crescimento das cidades mercantis (STRUIK, 1992).

O Liber abaci — Livro do dbaco — de autoria de Leonardo de Pisa (1175-
1250) constitui-se num manual para praticas comerciais transitando entre
pratica e teoria. Leonardo, também conhecido como Fibonacci, filho de
comerciante e nascido na cidade de Pisa, na Italia, escreveu esse livro no
regresso da viagem que fez pelo oriente como mercador; nele constam
varias informacbes aritméticas e algébricas recolhidas nas suas viagens

(STRUIK, 1992).
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Para Boyer (2010), Fibonacci foi, sem duvida, o matematico mais

original e capaz do mundo medieval, e muito de sua obra era demasiado

avancado para ser entendido pelas pessoas que viveram na sua época.

Pycior (1997, p. 18) assumiu que Fibonacci em sua obra Flos (1225) aceitou

0os numeros negativos como raizes de uma equac¢do. No entanto, Eves

(2004), a respeito da obra Liber abaci, afirma que: “As raizes negativas e

imagindrias ndo sdo admitidas e a algebra é retdrica” (p. 293).

Conforme a maioria dos historiadores, a estrutura que
Fibonacci seguiu nas resoluces das equacgdes foi similar ao
modelo propagado por al-Khowarizmi o que levaria a crer que
Fibonacci usou demonstragdes geométricas.
Consequentemente, isso indicaria uma certa restricdo a
aceitacdo dos numeros negativos como raizes de equacdo, a
qual sé seria valido, para representacdo de dividas (ANJOS,
2008, p. 30).

O uso dos numeros negativos passou a ser admitido com a expansao

das relagOes financeiras no comércio, que favoreceu o aparecimento de uma

estrutura de crédito. A ideia de tirar 8 de 5 apresentava um aspecto

milagroso, assim

[...] foi necessario esperar o surgimento de um sistema
bancario com uma estrutura de crédito internacional, tal o que
veio a aparecer nas cidades do norte da Itdlia (particularmente
Florengca e Veneza) durante o século XIV. A aparentemente
absurda subtracdo 5 menos 7 tornou-se possivel quando novos
banqueiros comegaram a permitir aos seus clientes sacar 7
ducados de ouro enquanto seus depdsitos eram apenas 5
(SINGH, 1961, p. 13).
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Nesse contexto, o numero negativo acabou sendo usado com
finalidades contabeis. No entanto, apesar de util, a ideia dos negativos
associada a um débito ndo era satisfatoria e ndo preenchia o requisito
matemadtico da metafora, principalmente quando se trava da regra dos

sinais (MEDEIROS; MEDEIROS, 1992).

1.3 Elementos histéricos importantes a respeito dos nimeros negativos na
Idade Moderna

No inicio da Renascenca, a maior parte dos matematicos tinha origem
alema ouitaliana. Contudo, em 1484, foi composto na Franga um manuscrito
intitulado de Triparty em La science des nombres de autoria de Nicolas
Chuquet. Nesse manuscrito, a segunda metade da ultima parte trata da
resolucao de equacdes, onde traz uma novidade importante: pela primeira
vez, ao escrever 4x = —2, Chuquet expressou um nimero negativo isolado
numa equacao algébrica (BOYER, 2010).

Segundo Boyer (2010), o inicio do século XVI foi marcado por grandes
algebristas alemaes. Um deles Michael Stifel (1486-1567), ex-monge e
professor de matemadtica em Jena, escreveu Arithmetica integra publicada
em 1544. Essa obra apresenta-se dividida em trés partes: os numeros
racionais, os numeros irracionais e a algebra. Dentre os varios assuntos que
aborda, o aspecto mais importante é o seu tratamento sobre os nimeros
negativos, radicais e poténcias. “Usando coeficientes negativos em
equacgoes, Stifel pode reduzir a multiplicidade de casos de equagdes

guadraticas ao que parecia como Unica forma; mas teve que explicar, por
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uma regra especial quando usar + e quando -” (BOYER, 2010, p. 193). Ele
tinha conhecimento sobre as propriedades dos nimeros negativos, embora
ndo os aceitasse como raiz de uma equac¢do e costumava chama-los de
“numeros absurdos”.

Em 1545, muito dos problemas ndo resolvidos pela Arithmetica
integra, com relacdo a resolucao das equacgdes cubicas e quarticas, foram
superadas e tornaram-se conhecidas com a publicacdao da Ars magna de
Cardano (1501-1576). No entanto, deve ser mencionado que Cardano nao
foi o descobridor original da solucdo da cubica e da quartica. Depois de um
juramento de manter segredo sobre a solugdo, conseguiu arrancar de
Tartaglia a solucdo da cubica. Cardano era médico e um respeitado professor
em Bolonha e Mildo. Seguidor de al-Khowarizmi, pensava em equagdes com
coeficientes numéricos especificos como representantes de classes gerais.
Cardano encontrou dificuldades para resolver a equacdo x3 = 15x + 4

utilizando o seu método, pois ele conhecia a raiz 4, e, com a aplicacdo da

regra, chegava-se a X = 3/2+\/—121 +§/2—\/—121 . Cardano sabia que ndo
existia raiz quadrada de nimero negativo, no entanto, ndo entendia como a
sua regra faria sentido nessa situagao. Ele chamava essas raizes de “numeros
ficticios” ou “nimeros falsos” correspondendo aos nimeros negativos e
suas raizes complexas (BOYER, 2010).

De acordo com Eves (2004), a Ars Magna foi o primeiro grande tratado
dedicado especialmente a dlgebra, escrito em latim. Uma de suas
importantes contribuicGes se deve ao fato de que, nele, se da atencdo as

raizes negativas e ao calculo de nimeros complexos.
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Com a resolucdo das equacgdes cubicas, um novo tipo de numero
comeca a aparecer: os negativos. Até o momento, os matematicos podiam
negar a existéncia de um nimero negativo ou de uma raiz quadrada negativa
alegando que equacdes do tipo x + 1 =0 e x*> + 4 = 0 n3o sdo resollveis. No
entanto, com a resolucdo das cubicas, sempre que as trés raizes de uma
equacdo sdo reais e diferentes de zero a férmula de Tartaglia-Cardano leva
ao cdlculo de uma raiz quadrada negativa. Nesse contexto, aparece a figura
de um algebrista italiano, Rafael Bombelli (1526-1573), que teve a brilhante
ideia dos imagindrios conjugados que levariam ao nimero real 4. Porém, as
observagdes de Bombelli ndo contribuiram na resolugao efetiva das cubicas,
pois s6 funcionava se ele conhecesse antecipadamente o valor de uma das
raizes. Entretanto, Bombelli apontou o papel importante que os imaginarios
conjugados iriam desempenhar futuramente (BOYER, 2010, p. 197).

A falta de suporte matematico expressado por Bombelli cedeu espaco
ao simbolismo expressado por Francois Viete (1540-1603). Esse jurista
francés, nascido em Fontenay, ligado a corte de Henrique |V, fez
contribuicdes no campo da aritmética, algebra, trigonometria e geometria.
Mas, foi sem duvida, na algebra que ele deu as mais importantes
contribuicGes. Segundo Boyer (2010, p. 208), “Viete introduziu uma
convencao tdo simples quanto fecunda. Usou uma vogal para representar,
em algebra, uma quantidade suposta desconhecida, ou indeterminada, e
uma consoante para representar uma grandeza ou numeros supostos

conhecidos ou dados”.
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Desse modo, aparece pela primeira vez uma distingdo entre o conceito
de parametro e a ideia de quantidade desconhecida. Embora Viéte tenha
contribuido de maneira significativa no campo da algebra, ndo considerava
as raizes negativas. Fato que o impossibilitou de enunciar as relagdes entre
raizes e coeficientes, na resolucdo das equacdes cubicas. Cabendo a Girard,
em 1629, enunciar claramente essas relagdes. Girard, ao contrdrio de Viéte,
admitia as raizes negativas e imaginarias (BOYER, 2010).

Outro matematico francés que se destacou foi René Descartes (1596-
1650), natural de Touraine, residiu muitos anos na Holanda e morreu em
Estocolmo. “Descartes procurava um método geral de pensamento capaz de
facilitar as descobertas e encontrar a verdade nas ciéncias” (STRUIK, 1992,
p. 162, grifos do autor). Assim como os platénicos acreditavam na harmonia
do universo, os cartesianos acreditam num método geral baseado na razao.
Na sua obra La Géométrie, publicada em 1637, inclui a aplicacdo da algebra
a geometria. O Livro | fornece instrugdes detalhadas de como resolver as
equacoes quadraticas geometricamente, contribuindo de certa forma para
a ndo aceitacdo de raizes negativas, tomando-as como raizes “falsas”
(BOYER, 2010).

O desconforto provocado pelos numeros negativos ainda perdurou
por um certo tempo. No entanto, percebe-se que tal assunto incomoda os
matematicos a tal ponto que se sentem desafiados a buscar uma explica¢ao
plausivel para o assunto. Um exemplo é Simon Stevin (1548-1620), um

importante matematico Belga do século XVI. Ele se prop6s na sua
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“Aritmética” (1634) apresentar uma demonstracdo da regra de sinais que

segue:

Mais multiplicado por mais da produto mais, & menos
multiplicado por menos da produto mais; & mais multiplicado
por menos, ou menos multiplicado por mais, dd produto
menos. Explicagdo do dado: Suponhamos 8 — 5 multiplicado por
9 — 7 da seguinte maneira: —7 vezes -5 sdo +35 (+35, porque,
como diz o teorema, — vezes — da +). A seguir —7 vezes 8 faz -56
(=56, porque, como é dito no teorema, — por + dad -). E
semelhante seja 8 — 5 multiplicado por 9, & dardao produtos 72
—45; depois adicione +72 + 35, sdo 107. Depois adicione os —56
—45, 530 101; e subtraindo 0 101 de 107 resta 6, para o produto
da tal multiplicacdo. Explicacio do exigido. E preciso
demonstrar pelo dado, que + multiplicado por + da mais, & que
—por —da +, & que + por —, ou — por + da —. Demonstragdo. O
numero a multiplicar 8 — 5 vale 3, & o multiplicador 9 — 7 vale
2. Mas multiplicando 2 por 3, o produto é 6. Logo o produto
acima também 6, é o produto verdadeiro. Mas o valor
encontrado pela multiplicagdo, onde dissemos que +
multiplicado por + da produto +, & — por — da produto +, & +
por —, ou — por + da produto —, logo o teorema é verdadeiro.

8§-5
9-7
-56+35
72-45
—_—

(GLAESER, 1981, p. 312)

Observemos que o argumento apresentado por Stevin é apenas uma
verificagdo de um caso particular que ndo apresenta uma generalizagdo.
Outro aspecto que pode ser considerado é o fato que em nenhum momento
ele considera a ideia de niumero negativo isolado, o sinal de menos que

aparece, por exemplo, no 56 ndo representa um nimero negativo, mas
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apenas uma operacdo de subtracdo que precisa ser realizada para que o
calculo seja efetuado. No entanto, ele ainda prossegue com uma

demonstracdo geométrica. Vejamos:

Outra demonstracdo geométrica: Suponhamos AB 8 — 5 (a
saber AD8 — DB5). Depois AC 9 — 7 (a saber AE9 — EC7) seu
produto serd CB: ou seja, segundo a multiplicacdo precedente
ED72 — EF56 — DG45 + GF35, os quais demonstraremos serem
iguais a CB desta maneira. De todo ED + GF, subtraindo EF, &
DG, resta CB. Conclusdo. Logo mais multiplicado por mais da
produto mais, & menos multiplicado por menos, da produto
mais, & mais multiplicado por menos, ou menos multiplicado
por mais, da produto menos; o que queriamos demonstrar.

D F
10 35 5
B G
6 21 3
A 2 C 7 E

(GLAESER, 1981, p. 312)

O exemplo de Stevin nos mostra como a geometria oferece apoio a
aritmética, contribuindo para a comprovagado de que a regra funciona. Para
Glaeser (1981), a demonstracdo geométrica apresentada por Stevin pode
servir de base para o desenvolvimento geral de (a —b) x (c—d) =ac—ad —
bc + bd. No entanto, observamos que nesse periodo histérico a regra —x—=
+ 56 é usada como um procedimento transitorio.

O sintoma de evitamento dos nimeros negativos, assim denominado

por Glaeser (1981), vai continuar incomodando muitos matematicos. Pierre
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Fermat (1601-1665) pode ser citado, como exemplo, ao fazer que seu amigo
Jacques de Billy escrevesse conselhos sobre como proceder diante de uma
“raiz falsa” no caso das equacdes diofantinas, a fim de se obter uma solugao

III

“aceitavel” (GLAESER, 1981, p. 315). Outro personagem que mostrou uma
insatisfacdo com relacdo aos negativos foi Thomas Harriot (1560-1621) que
pensou ter provado em seu “Artes Analiticas Aplicadas” (1631) a
impossibilidade das raizes negativas (MEDEIROS; MEDEIROS, 1992).

Nesse contexto, podemos observar que mesmo os matemadticos que
viveram na mesma época assumiram posturas contraditérias a respeito dos
negativos. Enquanto Fermat e Harriot evitavam os negativos, Stevin e Euler
faziam tentativas de demonstrar a regra de sinais, apesar de ndo obterem
éxito em seus ensaios.

Leonardo Euler (1707-1783) foi um importante matematico suico que
atuou em varios ramos da matemadtica. Euler, assim como outros
matematicos da época, também se mostrou perturbado a respeito da regra
de sinais e, na sua obra de cunho pedagédgico intitulada “Elementos da
Algebra”, destinada aos iniciantes, ele ofereceu uma explicagdo sobre a

regra de sinais. Glaeser apresenta a argumentacdo de Euler em trés partes,

vejamos:

1. A multiplicagdo de uma divida por um nuimero positivo ndo
oferece dificuldade: trés dividas de “a escudos” fazem uma
divida de “3 a escudos”. Entdo b x (—a) = —ab.

2. Pela comutatividade, Euler deduz que (—a) x b = —ab.

3. Resta determinar o que é o produto (-a) pelo (—b). E claro,
diz Euler, que o valor absoluto é ab. Se trata entdo de se decidir
entre +ab e —ab. Mas como (-a) x b vale —ab, ndo resta mais
como Unica possibilidade que (—a) x (-b) = +ab (!!!) (1981, p.
319).
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O malabarismo apresentado por Euler para justificar a regra de sinais
demonstra que ele ndao tinha ainda conhecimentos suficientes para
esclarecer convincentemente os pontos obscuros apresentados pela regra
de sinais. Na mesma obra, segundo Glaeser (1981), Euler concebe o nimero
negativo como sendo uma letra precedida com o sinal — (menos). Euler ndo
consegue estabelecer uma ideia para a formac¢do do conceito de nimero
negativo, nem muito menos concebé-los como sendo quantidades menores
que zero.

Para comecar a mudanca na questdo da aceitacdo dos numeros
negativos, o final do século XVII foi marcado pelo nascimento de um
importante matematico chamado Colin MacLaurin (1698-1746). A sua obra
“Tratado da Algebra”, publicada dois anos apds a sua morte, tornou-se
referéncia na Gra-Bretanha e sobre o continente. Nesse livro, ele aborda a
ideia de numero negativo como sendo uma quantidade tomada no sentido

oposto a positiva.

Assim, a quantidade negativa, bem longe de ser rigorosamente
menos que nada, ndo é menos real em sua espécie que a
quantidade positiva, mas ela é posta num sentido oposto; de
onde ndo se segue mais que uma quantidade considerada
Unica, ndo seria negativa; ela s6 é por comparacgédo, e quanto a
quantidade que chamamos positiva ndo ha nada a mais que
seja oposto a ele. Ndo se saberia subtrair uma maior: por
exemplo, seria absurdo de querer subtrair uma maior
quantidade de matéria de uma menor (MACLAURIN, 1748, p.
4).

Maclaurin (1748) n3do consegue conceber as quantidades negativas

isoladamente, o que futuramente causara conflitos ao nado fazer a distincdo
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entre zero absoluto e zero origem. No entanto, de acordo com Pontes
(2010), MacLaurin passa a entender o nUmero como uma agao e nao mais
como um estado.

Nessa mesma obra, Maclaurin (1748) apresenta uma justificacdo para
a regra de sinais utilizando a distributividade da multiplicacdo em relacdo a
adicdo e sua deducdo contribuiu para o inicio de um formalismo até entao
inexistente. Sua explicacdao se baseava na seguinte ideia: Se + a—a =0, entao
se multiplicarmos essa expressao por um numero positivo + n, teremos o
primeiro termo + na, e como segundo termo — na, pois o produto também
deverd ser zero, logo —na + na, também deverd ser zero. E quando a
expressao +a — a for multiplicada por um numero negativo, esse produto
também devera ser zero. Assim se multiplicarmos a expressdo +a — a por —
n, teremos —na como o primeiro termo e +na para o segundo termo, pois os
dois termos precisam ser anulados.

Dessa forma, ele enuncia a regra de sinais colocando que o produto de
dois numeros com sinais diferentes é negativo, e o produto de dois numeros
com o mesmo sinal é positivo. Apesar das importantes contribui¢cdes de
Maclaurin (1748) a respeito dos numeros relativos, ele ndo chegou a
apresentar a teoria dos numeros relativos, mas seus estudos foram tomados

como referéncia por matematicos posteriores.
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1.4 Os numeros negativos na Idade Contemporanea: o comec¢o de uma
nova historia

O século dezenove, de acordo com Boyer (2010), mais do que qualquer
outra época, merece ser considerada a Idade de Ouro da matematica.
Dentre os muitos matematicos que se destacaram nesse periodo, podemos
citar o alemdo Carl Friedrich Gauss (1777-1855). Como seu pai era um
artesdo, entdo, o duque de Brunswick, reconhecendo em Gauss uma crianga
prodigio, assumiu a sua educac¢do. O jovem estudou em Gottingen e em
1799 obteve o grau de doutor. A sua carreira foi marcada por estudos
realizados no campo da astronomia, geodésia e principalmente na
matematica. Partes de suas descobertas foram publicadas na sua
dissertacdo em 1799, onde deu a primeira prova do chamado “teorema
fundamental da dalgebra” e nas Disquisitiones arithmeticae, de 1801. Estas
correspondem a uma reunido de todos os trabalhos anteriores a Gauss que
tratam sobre a teoria dos numeros, na qual Gauss faz importantes
contribuigdes.

Em 1831, Gauss, em um de seus tratados, apresenta uma nova teoria
dos numeros complexos, em que elucidou muitos enigmas apresentados na
aritmética e a lei da reciprocidade quadratica se tornou mais simples que
nos numeros reais. Gauss, ao representar os nimeros complexos por pontos
num plano, afastou para sempre o mistério que ainda assombrava os
numeros complexos (BOYER, 2010; STRUIK, 1992).

O estilo de imprimir rigor a analise iniciado por Gauss no século XIX foi

ampliado e aprofundado por Cauchy (1789-1857), o mais importante
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analista da primeira metade do século (EVES, 2004). Augustin-Louis Cauchy
nasceu em Paris e dentre as suas muitas contribuicdes na matematica, foi
ele o primeiro a estabelecer uma confusdo entre os sinais operatérios e
predicativos. Como operatdrios, os sinais (+ ou —) poderiam designar uma
acdo: aumentar e diminuir. E, como predicativos qualificariam um estado:
positivo ou negativo.

No entanto, essas definicdes cairam em contradicdo quando Cauchy
tenta justificar as propriedades aditivas dos relativos e, de repente, ele
abandona o modelo metaférico e aborda a multiplicacdo de numeros
relativos dogmaticamente. “O modelo metaférico apresentado no inicio,
que facilita a compreensdo das propriedades aditivas, € um obstaculo a
compreensdo da multiplicacdo” (GLAESER, 1981, p. 334). A discussao
levantada por Cauchy a respeito dos sinais operatdrios e predicativos ird
posteriormente despertar o interesse de Hankel, mas, nesse momento, ele
ndo consegue apresentar os numeros relativos de forma clara.

As dificuldades enfrentadas por Cauchy também podem ser
percebidas em Pierre-Simon Laplace (1749-1827) nas suas conferéncias
pedagdgicas realizadas na Escola Normal Superior, declarando algumas
dificuldades a respeito da teoria dos numeros relativos. Vejamos como

Laplace apresenta a justificacdo da regra de sinais:

(A regra dos sinais) apresenta algumas dificuldades: temos
apenas que conceber que o produto de —a por —b seja o mesmo
que o de a por b. Para tornar essa identidade sensivel, nds
observamos que o produto de —a por +b é —ab (visto que o
produto é —a repetido tantas vezes que quando tem unidades
em b). Observamos em seguida que o produto de —a por b —b é
nulo, pois o multiplicador é nulo; assim o produto de —a por + b
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é —ab, o produto de —a por —b deve ser de sinal contrario ou
igual a +ab para o destruir (apud GLAESER, 1981, p. 333).

Na sua justificativa, observamos alguns aspectos familiares a
demonstragdo apresentada por Euler, no entanto, Laplace consegue avangar
no aspecto referente a demonstracdo da propriedade distributiva e o
desapego a um modelo fisico. Mesmo assim, Laplace ndo consegue propor
uma extensdo formal para os numeros relativos. Talvez isso possa estar
ligado com a forma de Laplace apresentar suas demonstracdes. Na sua
maneira de escrever ndo explicava nada, quando satisfeito com o resultado,
ndo se importava em deixa-los sem demonstracdao. A matematica, para
Laplace, era como uma caixa de ferramentas a serem usadas na explicacdo
da natureza (EVES, 2004, p. 486).

A partir da segunda metade do século XVIII surge na Inglaterra um
grupo de matematicos com o objetivo de reformar o ensino e a notagao do
calculo. Dentre eles, George Peacock (1791-1858), que foi uma figura de
destaque na reforma da matéria na Inglaterra, principalmente no que se
refere a algebra, pois |13 ainda havia quem achasse que os nimeros negativos
ndo tinham validade (BOYER, 2010, p. 368).

Peacock publicou em 1830 o “Tratado em Algebra” e nessa obra ele
apresenta uma distin¢cdo entre a algebra aritmética e a algebra simbdlica. De
acordo com Eves, a algebra aritmética era considerada por Peacock “como
sendo o estudo resultante do uso de simbolos para denotar os nimeros
decimais positivos usuais, juntamente com os simbolos operatdrios, como o

de adicdo e o de multiplicacao, aos quais podem-se sujeitar esses numeros”
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(2004, p. 576). Dessa forma, apenas as operagcdes com numeros inteiros
positivos seriam possiveis. Ao contrario, a algebra simbdlica “[...] adota as
regras da algebra aritmética, mas remove todas as restricbes: assim a
subtracdo simbdlica difere da mesma operacdo na algebra aritmética pela
permissdo do uso de todas as rela¢des de valor dos simbolos ou expressdes
utilizadas” (PEACOCK, 1842, p. 6).

Essa justificativa apresentada por Peacock, em que ele transita de uma
algebra para outra, era chamada por ele como “principio de permanéncia

das formas equivalentes”.

Para incluir os novos simbolos —1, =2, —3,... em uma aritmética
ampliada a qual englobe tanto os inteiros positivos como os
negativos nés devemos, certamente, definir operagGes com eles
de um modo tal que as regras originais das operagdes aritméticas
sejam preservadas. Por exemplo, a regra (-1)x( —1) = 1 a qual
estabelecemos para governar a multiplicagdo de inteiros
negativos, € uma consequéncia do nosso desejo de preservar a
lei distributiva a.(b + ¢) = ab + ac. Pois se nds tivéssemos
estabelecido que (—1) x (-1) = -1, entdo, fazendoa=-1,b =1, c
= -1, nés deveriamos ter tido -1.(1 - 1) =—1 -1 = -2, enquanto
por outro lado nds realmente temos —1.(1-1) =1 x0=0. Levou
muito tempo para que os matematicos percebessem que a ‘regra
dos sinais’, jJunto com todas as outras defini¢gdes governando os
inteiros negativos e fragdes ndo podem ser ‘provadas’. Elas sdo
criadas por nés com o objetivo de obter liberdade de operacdo
ao mesmo tempo que preservando as leis fundamentais da
aritmética. O que pode — e deve — ser provado é apenas que com
base nestas definicdes as leis comutativa, associativa e
distributiva da aritmética sdo preservadas (COURANT; ROBBINS,
1987)3.

3 Citado por MEDEIROS; MEDEIROS (1992, p. 56).
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Essa visdo moderna apresentada por Peacock, fazendo valer para a
algebra simbdlica as mesmas regras da algebra aritmética, provoca uma
verdadeira evolucdo para a formacado da teoria dos nimeros relativos.

Como consequéncia das contribuicdes de Peacock, o alemdo Hermann
Hankel (1839-1873) publica em 1867 a obra Theorie der Komplexen
Zahlensysteme que amplia o conceito de nimero de uma forma mais clara e
explicita. Ele observava que “a condicdo para construir uma aritmética
universal é, pois, uma matematica puramente intelectual, desligada de
todas as percepcdes” (BOYER, 2010, p. 389). Assim como fez Peacock,

Hankel também estabeleceu um Principio da permanéncia das leis formais:

Quando duas formas da arithmetica universalis expressas em
simbolos gerais sdo iguais entre si, elas devem permanecer
iguais entre si mesmo quando os simbolos deixam de designar
simplesmente grandezas, e dessa forma também as operagdes
podem obter qualquer outro contetdo (HANKEL, 1867, p.11).

Pautado nesse principio de permanéncia e conhecendo as
propriedades aditivas de R e a multiplicacdo de R*, Hankel prop&e prolongar
a multiplicacdo de R* para R e enuncia o seguinte Teorema: “A Unica
multiplicacdo sobre R, que prolonga a multiplicacdo usual sobre R*,
respeitando as distribuicdes (a esquerda e a direita), é conforme a regra de
sinais”:

Demonstracdo:
O=ax0=ax(b+oppb)=ab+ax(oppb)
0=0x (opp b) = (opp a) x (opp b) +a x (opp b)
De onde
(opp a) x (opp b) = ab
(GLAESER, 1981, p. 338)
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Observamos que, de certa maneira, essa demonstracdao pode ser
encontrada em documentos anteriores, no entanto, Hankel, ao contrario de
Laplace que procurava uma explicacao na natureza, aborda a multiplicacao
dos numeros relativos como uma extensao das propriedades dos nimeros
reais positivos para os reais. Dessa forma, a regra de sinais € uma convencao

gue objetiva manutencao de consisténcia interna da prépria matematica.

N3o é possivel pronunciar-se tdo acirradamente contra uma
visdo tdo divulgada que essas equacOes [as regras dos sinais]
jamais possam ser provadas em matematica formal; elas sdo
convengBes arbitrariamente estabelecidas para que se
preserve o formalismo ja existente nos cdlculos. [...] Contudo,
uma vez definidas, todas as demais leis da multiplicacao
derivam delas por necessidade (HANKEL, 1867, p. 41).

A revolugdo cumprida por Hankel, recusando a busca por um bom
modelo, segundo Glaeser (1981), consiste em abordar os nimeros numa
outra perspectiva. Nao podemos mais procurar exemplos praticos que
explicam os numeros relativos por analogias, pois esses nimeros ndo sao
mais descobertos, mas inventados, imaginados.

No transcorrer da histéria da construcdo dos numeros relativos,
percebemos que, enquanto os matematicos estavam presos em buscar
exemplos que explicavam esses numeros, eles ndo fizeram grandes
progressos. A dificil aceitagdo dos numeros negativos que se fez presente
durante todo esse percurso, ainda se mostrou presente por um certo

periodo, mesmo apds a revolucdo cumprida por Hankel.
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Schubring (2007) mostra exemplo de calorosos debates académicos
ocorridos na comunidade de professores de matemadtica a respeito da
hesitacdo dos relativos. Mencionaremos um trecho de Hoffmann (1884)4,
citado por Schubring, onde posta um cendrio de horror e consequéncias
drasticas para o ensino da matematica, se os professores tiverem que dizer
aos alunos que a regra de sinais € uma convencao: “Eu temerei ver os olhos
de surpresa e de espanto dos alunos. Alunos inteligentes sobreviveriam com
perguntas: Isso é verdadeiramente arbitrario? Ndo se pode demonstrar?”

(2007, p. 17).

Carlo Bourlet em 1896 introduziu na Franga um manual de
ensino secundario sobre os numeros relativos. Nele ele
apresenta as propriedades aditivas dos numeros relativos
baseados sobre o modelo comercial e sobre a referéncia de um
ponto sobre um eixo. Contudo, no capitulo seguinte, a
multiplicacdo logo se mostra dogmatica (GLAESER, 1981, p.
343).

Apesar da aceitacdo do conceito de numero negativo e suas
operagdes, na comunidade dos matematicos profissionais, apds a
publicacdo de Hankel, na comunidade de professores esse debate ainda
perdurou por muito tempo. A resisténcia dos professores em aceitar que a

regra de sinais ndo pode ser provada, que — x — precisa ser mais para

4* HOFFMANN, J. C. V. Zwei wichtige Fragen lber das Negative, beantwortet vom
Herausgeber. Zeitschrift flir mathematischen und naturwissenschaftlichen
Unterricht, vol. 15, p. 580-582, 1884
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preservar o formalismo matematico, ja existente, foi um fator de destaque
no percurso histérico da aceitacdo da regra de sinais.

Agora, fazendo uma ponte desse contexto histérico aos nossos dias
atuais, podemos nos perguntar: depois de passados mais de um século,
como acontece o processo de ensino dos numeros relativos para as nossas
criancas de hoje? Essa entre tantas outras indagacdes serdo abordadas no

proximo capitulo.



CAPITULO II
0S NUMEROS INTEIROS RELATIVOS NA SALA DE AULA,
BNCC, PCN E NCTM

No Brasil, os numeros inteiros relativos sdo apresentados
formalmente aos alunos no 72 ano® e muitas dificuldades podem ser
percebidas no seu processo de ensino e aprendizagem. A ndo compreensao
do conceito de numeros relativos e sua repercussdo ao longo da trajetéria
estudantil tem sido uma preocupacdo dos professores de matematica e de
pesquisadores (COQUIN-VIENNOT, 1985; PASSONI, 2002; PONTES, 2010;
ALVES; MAIA, 2011) que buscam explicacdes para as dificuldades
encontradas no processo de ensino e aprendizagem desses nimeros, bem
como, procuram outros modelos de ensino para os numeros inteiros.

Os alunos chegam ao 72 ano associando a ideia de numero a uma
grandeza. Isto pode ser percebido nos mais variados assuntos contemplados
no curriculo dos anos iniciais do ensino fundamental e do 62 ano. Até o 6°
ano, operacdes do tipo a — b sé podem ser resolvidas se a 2 b, pois é
impossivel conceber, por exemplo, a ideia de se tirar 7 balas de um pacote

gue tinha apenas 5 balas.

A perturbacdo se instala quando a subtragdo (a — b) é aplicada
a casos em que b > a, gerando um resultado até entdo
inexistente e demonstrando assim o caso tipico em que as
formas (operagdes) geram um novo conteddo. Admitir a
realidade deste novo resultado implica reconhecer a existéncia
de uma nova classe de nimeros — os negativos (TEIXEIRA, 1993,
p. 62).

50 72 ano corresponde a antiga 62 série do Ensino Fundamental de oito anos.
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Dessa forma, nos anos que antecedem o 62 ano, a concepc¢ao formada
pelos alunos a respeito da operacao de adicdo esta fortemente relacionada
a um aumento e a subtra¢do esta ligada ao ato de tirar/diminuir. Essas
concepcOes prévias que os alunos trazem consigo, de acordo com Fischbeim
(1987)% e Hefendehl-hebeker (1991)7, citados por Nascimento, contribuem
ainda mais para gerar dificuldades e conflitos que se estabelecem entre o
“significado pratico de magnitude ou associacdo de quantidades com
numero anterior ao ensino da aritmética e o conceito de nimero negativo”
(NASCIMENTO, 2004, p. 2).

Essa dificuldade encontrada hoje no ensino, também, pode ser
percebida na trajetéria histérica da construcdo do conceito de nimero
negativo. William Frende (1757-1841)%, citado por Medeiros e Medeiros
(1992), expressou, em seu “Principios de Algebra”, que “um numero se
presta a ser subtraido de um nimero maior do que ele mesmo, mas tentar
subtrair de um numero menor do que ele mesmo é ridiculo” (MEDEIROS;
MEDEIRQS, 1992, p. 55). Para Schubring, essa dificuldade estd relacionada
ao fato de que “operar com numeros negativos implicava em operar com
um outro conceito de numero que ndo aquele subjacente as operacdes
comumente assumidas como geralmente validas na aritmética”

(SCHUBRING, 2007, p. 2).

6 FISCHBEIM, E. Intuition in Science and Mathematics: An Educational Approach (D. Reidel
Publishing Co., Dordrecht), 1987, p. 97-102.

7 HEFENDEHL-HEBEKER, L. Obstacles in Their evolution From Intuitive to Intellectual Construts.
For the Learning of Mathematics, v. 11, .(1, 1991, p. 26-32.

8 FREND apud KLINE, M. Mathematics in the Western Culture. Middlesex, Peregrine Books, 1987.
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No conjunto dos numeros inteiros relativos as concepc¢des que os
alunos trazem sobre as operacbes de adicdo e subtracdo simplesmente
caem por terra, uma vez que neste conjunto adicionar nem sempre
representa um aumento, assim como subtrair nem sempre representa
diminuir. Para Teixeira (1993), o conceito de adicdo deve ser ampliado no
conjunto dos numeros inteiros relativos, ndo pode mais se limitar a ideia de
acrescentar. Da mesma forma, “subtrair inteiros significa trabalhar com
operadores negativos, ou seja, numeros que operam transformagdes de
oposi¢ao” (TEIXEIRA, 1993, p. 64). Por exemplo, —4 — (—5) = -4 +5 ou ainda,
—4 — (+5) = -4 -5.

Ainda, seguindo essa linha de pensamento das operacdes com
numeros inteiros, a multiplicacdo, no conjunto dos nimeros inteiros, nao
pode mais ser completamente compreendida como uma adicdo de parcelas
iguais. Vejamos o caso quando um dos fatores é positivo e o outro negativo,
ele pode ser facilmente compreendido como a repeticao do fator negativo
conforme indica o operador positivo, por exemplo, (+2) x (-5) pode ser
expressa como (—5) + (-5). O mesmo raciocinio se aplica quando temos dois
fatores positivos. Mas, para Teixeira (1993, p. 65), a multiplicacdo com
numeros inteiros relativos encontra um obstaculo: como mostrar que (-1) x
(-1)=17

Nesse sentido, para que o aluno consiga lidar com essas situacdes e
possa dominar as operagdes com numeros inteiros relativos, faz-se
necessario que ele amplie o seu conceito de nimero. De acordo com Teixeira

(1993, p. 62):
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A construcdo do conceito de nimero inteiro, do ponto de vista
matematico, é uma ampliacdo dos naturais, sendo desta
perspectiva necessario demonstrar que as leis do sistema de
numeragao seguem sendo cumpridas. Entretanto, se, do ponto
de vista formal e ldgico, esse raciocinio nos é apresentado
atualmente como coerente e organizado, sabemos que na
perspectiva histérica ou da evolugdo do pensamento
matematico, tal ampliagdo encontrou muitas dificuldades e
obstaculos.

Sendo assim, uma das principais contribuicdes de Férstemann (1791-
1836)°, citado por Schubring (2007), foi sublinhar a diferenca ontoldgica
entre numeros e grandezas. Nas palavras de Forstemann, “Grandezas sdo:
linhas, extensdes, planos, sélidos, pesos, extensdes de tempo, conjunto de
pessoas ou de livros. Numeros, no entanto, sdo apenas expressdes das
relacdes entre grandezas da mesma espécie” (FORSTEMANN, 1817)°,

Dessa forma, ndo podemos realizar as operac¢des algébricas com
grandezas, mas somente com os numeros. Essa ideia de Forstemann foi
amplamente abracada e disseminada por Gauss, na qual provocou
mudancas no modo de perceber que os “conceitos matemadticos nao
representavam mais coisas, mas relagdes entre coisas” (ASSIS NETO, 1995,
p. 3). Nesse sentido, a contribuicio de Gauss foi de perceber que a
“Matematica é, no sentido mais geral possivel, a ciéncia das relagdes na qual

se abstrai de todos os conteudos das relacdes” (GAUSS, 1809)L.

° FORSTEMANN, W. A. Uber den Gegensatz positiver und negativer Groben. Nordhausen:
Happach, 1817.

10 Citado por SCHUBRING (2007, p. 5).

11 Citado por ASSIS NETO (1995, p. 3).
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Os resultados das pesquisas desenvolvidas por Borba e Guimardes
(2009) apontam que os numeros positivos e negativos podem assumir
diferentes significados nos mais diversos contextos. Um numero positivo
poderd representar uma medida positiva, uma transformacdo positiva ou
uma relagdo positiva’’. Da mesma forma, porém com sentido contrdrio, um
numero negativo podera representar uma medida negativa, uma
transformacgdo negativa ou uma rela¢éo negativa que, matematicamente,
podem ser representados por um mesmo simbolo, no entanto
cognitivamente envolvem significados diferentes. A autora aponta como
conclusdo dos seus estudos quanto a compreensdao dos numeros inteiros
relativos que “(...) € mais facil entender o significado de numero relativo
enquanto medida do que o significado de relacdo” (BORBA; GUIMARAES,
2009, p. 99). No entanto,

E importante que o nimero seja entendido enquanto relago,
para além de uma simples resposta as questdes quantos sdo? E
quanto mede? Acostumar a crianca a pensar em relagdes,
ajuda-la a superar o obstaculo do pensamento substancial e
ensina-la a trabalhar corretamente a relagao entre Matemadtica
e aplicagdo da Matemdtica sdo diretrizes basicas para o

professor de Matematica (ASSIS NETO, 1995, p. 4, grifos do
autor).

Esse trabalho de acostumar a crianca a pensar a matematica como

uma relacao é um processo desafiador, pois, para além das fronteiras do

12 A autora caracteriza a medida positiva como dinheiro possuido, temperatura acima de
zero, saldo credor de um campeonato. A transformacgdo positiva pode ser entendida como
dinheiro depositado ou ganho, subida de temperatura, pontos ganhos em um jogo. E,
relagdo positiva como dinheiro, temperatura, pontos a mais que a medida inicial.



Regras dos sinais: saga e implicacOes didaticas 46

espaco escolar, estudos apontam que, apesar da apresentacao formal do
conceito de numero negativo ser feita somente no 72 ano, as criangas em
anos anteriores ja possuem algumas nogdes intuitivas acerca de numeros
negativos.

A pesquisa realizada por Maranhdo, Camejo e Machado (2008) relata-
nos uma experiéncia com alunos do 22 ano, em que um desses alunos para
resolver a subtracdo 35 — 27 fez o seguinte raciocinio: “Eu tiro 20do 30 e 7
do 5[30-20=10;5—-7 =-2]" (p. 163). Chegando ao resultado 8. Esse caso
foi levado para cinco professoras-alunas do 6° semestre do curso de
pedagogia, para que elas realizassem uma andlise da situacdo. Os relatérios
apresentados pelas professoras-alunas mostraram um certo desconforto em
lidar com a situacdo. Apenas uma professora-aluna admitiu a existéncia do
numero negativo. As demais atribuiram o sinal negativo do 2 a operacdo de
subtracdo. Essa experiéncia comprova que os professores dos anos iniciais
também precisam estar preparados para trabalhar com situacdes que
envolvam o conceito de numeros negativos. Caso contrario, poderdo
contribuir para a formacdo de entraves que, futuramente, afetardo no
processo de ensino e aprendizagem desses numeros.

Buscando descobrir o que os alunos ja sabem antes da introducao
formal ao conceito de numero inteiro relativo, Moretti e Borba (2004)
realizaram a aplicacdo de um teste com 65 criancas de 9 a 12 anos numa
escola particular do Recife. O teste foi composto por 11 questdes contendo
situacdes de jogo, compras, saldo bancario, deslocamento em elevadores,

viagens e esportes. Os resultados da pesquisa mostraram que:
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Antes de serem formalmente introduzidas ao conceito de
inteiro relativo as criancas sdo capazes de resolver ndo sé
problemas inseridos em contextos de jogos — como observado
em estudos anteriores — mas também em questdes mais
formais como as usualmente trabalhadas na escola (MORETT];
BORBA, 2004, p. 19).

Desse modo, podemos perceber que a noc¢do intuitiva de niumero
negativo ultrapassa as barreiras do espaco escolar. A pesquisa realizada por
Santos (1990) mostrou que os agricultores com apenas 2,9 anos de média
de frequéncia escolar conseguiram resolver situacdes hipotéticas
envolvendo as operacdes de adicdo, subtracdo e divisdo com numeros
relativos. Esse autor concluiu que a auséncia do ensino formal ndo impediu
a realizacao dos calculos com nimeros negativos por parte dos agricultores.
Isso porque eles se basearam nas suas experiéncias cotidianas em relagao a
lucros e prejuizos.

Pensando ainda na ideia de nimero negativo fora do espaco escolar,
Lins e Gimenez (1997) propéem uma reflexdo bastante interessante a esse
respeito. Eles argumentam que o significado do nimero negativo “da rua”
se diferencia do significado de nimero negativo da escola. Nas palavras dos

autores:

Na rua encontramos, sim, nimeros negativos — temperaturas
negativas e saldo bancario negativo —, mas certamente ndo sdo
0s numeros negativos da escola. Temperaturas, por exemplo,
ndo sdo jamais somadas (Qual o resultado de somar a
temperatura de Fortaleza com a de Sdo Paulo?), e menos ainda
multiplicamos os nimeros negativos da rua (Trés abaixo de
zero vezes cinco abaixo de zero? Débito vezes débito?). Muitos
de vocés podem estar pensando: ‘Mas temperaturas e dividas
sdo bons recursos didaticos...” Sugerimos que o leitor que
achou estranho o que dissemos anteriormente pare e reflita:
Quando usamos como recursos as dividas, e queremos produzir
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significado para (-3) x (-5), ndo é verdade que o primeiro fator
quer dizer ‘perder 3 vezes’ e ndo ‘uma divida de trés’? Vocé
acha que faz sentido multiplicar duas dividas? (LINS; GIMENEZ,
1997, p. 13, grifos do autor)

Nao se trata aqui de defendermos o nimero negativo da rua ou o da
escola, mas sabermos que cada uma dessas concepcdes precisa ser levada
em consideracdao nos momentos de ensino, cada qual com o seu potencial.
N3do se trata de legitimar uma em detrimento da outra. “A ideia de valorizar
0 que a rua sabe apenas como ponto de partida faz parte de um discurso
gue, embora pareca razoavel do ponto de vista didatico, é perverso do ponto
de vista cultural” (LINS; GIMENEZ, 1997, p. 19). Foi justamente esse
pensamento de numero negativo atrelado ao pensamento concreto que
travou durante um longo periodo historico o debate a respeito da
multiplicacdo desses nimeros, na comunidade académica. Entretanto,

somente

[...] quando a matematica académica assume que
definitivamente ndo ha significado na rua para a multiplicagédo
de numeros negativos, e passa a buscar, entdo, um significado
produzido com base nos principios que permitem, na
matematica académica, a existéncia daquelas estranhas coisas,
quantidades que sdo menos do que nada (LINS; GIMENEZ,
1997, p. 13).

Voltando agora para contexto da sala de aula, segundo Borba e
Guimaraes (2009), os alunos associam mais rapidamente o significado de um
numero inteiro relativo enquanto medida do que como relagdo. Os
professores ao apresentarem os numeros relativos aos alunos como

medidas, associando ao numero positivo a ideia de um ganho e ao nimero
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negativo a ideia de uma perda, como eles aparecem na rua, conseguem
obter sucesso nas suas aulas, e os alunos compreendem facilmente as
operacgdes de adicdo e subtracdo com esses numeros. Contudo, esse modo
de ensinar os numeros inteiros relativos encontra dificuldades quando o
professor apresenta a multiplicacdo desses numeros, assim como aquela
sofrida pelos matemadticos do passado. Como explicar que uma perda
multiplicada por uma perda se transformou num ganho? Exemplificando,
(=2) x (=3) = +6.

O que antes era completamente contextualizado com situagdes
concretas, que poderiam ser vivenciadas e compreendidas pelos alunos,
agora na multiplicacdo precisa ser entendido como uma regra sem relacao
nenhuma com o que foi aprendido anteriormente. E, a partir desse
momento, instala-se a grande confusdo entre as regras de sinais da adicdo e
as regras de sinais da multiplicacdo de nimeros inteiros relativos.

O modelo comercial, assim denominado por Glaeser (1981), em que
os numeros relativos estdo associados a ideia de ganho/perda ndo tém
relacdo nenhuma com a regra de sinais “menos vezes menos dd mais”. No

entanto,

[...] como é concreto e ele facilita muito a compreensao dos
relativos no inicio de sua aprendizagem, os alunos o adotam e
querem utilizad-lo enquanto ndo é mais adaptado: ndo somente,
ele ndo explica mais nada, mas ele representa mais nada, ele
ndo funciona mais ao nivel do simbolo (COQUIN-VIENNOT,
1985, p. 183).
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Nesse sentido, “a nocdo do numero negativo s6 pode ser definida
corretamente pelo nivel do pensamento formal” (MICHELOT, 1966)*3 pois,
ao contrario, segundo Coquin-Viennot, ndo estariamos introduzindo um
falso contrato didatico ao utilizarmos um modelo concreto para
apresentarmos os numeros relativos? Quando o professor se utiliza desse
modelo comercial, ele procura somente facilitar a apresentacdo e a
aprendizagem dos numeros relativos, no entanto “[...] esse modelo
comercial é tdo pratico, tal que ele é reforcado durante todo o inicio da
aprendizagem que ele se instala definitivamente no espirito do aluno, ndo
mais como um modelo, mas como uma concepg¢do dos relativos” (COQUIN-
VIENNOT, 1985, p. 184, grifos do autor).

Para Coquin-Viennot (1985), o processo de ensino e aprendizagem da
multiplicacdo, que procede a adicdo dos numeros relativos, pode encontrar
dificuldades se a concepcado desses numeros for plantada somente em bases
concretas. Assim, para que a multiplicacdo dos niumeros relativos possa ser
alcancada e compreendida pelos alunos, de acordo com essa autora, é
preciso que ocorra uma reversao desse quadro. Porém, essa concepc¢ao estd
tdo bem estabelecida, que ela, nela mesmo constitui um verdadeiro
obstaculo para a compreensdao das propriedades multiplicativas dos
numeros relativos.

Ainda, segundo Coquin-Viennot (1985), a apresenta¢do dos niumeros

III

relativos pautados somente no “modelo comercial” pode trazer prejuizos ao

ensino da multiplicacdo desses numeros, bem como dificultar a

13 Citado por COQUIN-VIENNOT (1985, p. 183).
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aprendizagem de outros conceitos. Mas, como serd que os PCN, a BNCC e o
NCTM abordam a questdo do ensino dos nimeros inteiros relativos?

Realizamos uma consulta aos documentos oficiais para sabermos
guais as orientacbes que eles trazem a respeito do ensino dos numeros
inteiros e quais as suas recomendacdes para o ensino das operacdes de
adicdo, subtracdo e multiplicacdo desses numeros.

Nos Parametros Curriculares Nacionais de Matematica (PCN), para as
séries iniciais do ensino fundamental — 12 a 42 séries — (BRASIL, 1997) os
numeros negativos sdo citados em poucos momentos. Tanto no primeiro
ciclo (12 e 22 séries) quanto no segundo ciclo (32 e 42 séries) parte-se da ideia
de que os conhecimentos numéricos sdo construidos num processo
dialético. O aluno, nesse processo, perceberd a existéncia das diferentes
categorias de numeros, criadas em funcdo de diferentes problemas
enfrentados pela humanidade ao longo da histéria, entre eles os negativos.
Destaca-se, também, a preocupacdo evidente no tratamento de numero
como uma relacdo, o que futuramente possibilitara uma melhor aceitacao
dos nimeros negativos.

De acordo com os PCN para as séries finais do ensino fundamental —
52 3 82 séries — (BRASIL, 1998, p. 66), no terceiro ciclo'*, os nimeros inteiros
podem surgir como uma ampliacdo do campo aditivo, podendo, desse
modo, representar diferenca, falta, orientacdo e posi¢cdes relativas. A
apresentacdao dos numeros inteiros pode apoiar-se nas concepgoes

intuitivas que os alunos trazem a respeito desses niumeros por meio das

14 0 terceiro ciclo corresponde a 52 e a 62 séries do ensino fundamental de 8 anos.
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situacGes vivenciadas, por eles, de ganhos e perdas num jogo, débitos e
créditos, temperaturas, entre outras. Entretanto, advertem que o estudo
desses niumeros nao deverad restringir-se somente a situagbes praticas, deve
abranger outros aspectos que promovam a compreensao das regras do
calculo, com esses numeros, pela observacdo de regularidades.

Na parte em que os PCN tratam sobre conceitos e procedimentos para
o terceiro ciclo, a respeito dos numeros relativos, eles apontam o “[...]
reconhecimento dos numeros inteiros em diferentes contextos — cotidianos
e historicos - e exploracdo de situacdes problema em que indicam falta,
diferenca, orientacdo (origem) e deslocamento entre dois pontos” (BRASIL,
1998, p. 71).

Nada consta sobre o ensino da regra de sinais para a multiplicacdo de
numeros inteiros para o terceiro ciclo do ensino fundamental, como
também ndo aponta de forma explicita como deva acontecer o ensino das
operacdes de adicdo e subtracdo desses nimeros.

Contudo, no quarto ciclo®® deste documento, destinado a séries finais
do ensino fundamental, podemos constatar a apresentacao dos nimeros
inteiros com mais detalhes. Primeiramente, é apresentado-nos um pequeno
histérico a respeito dos nimeros negativos. A seguir, os PCN afirmam que
na escola o estudo dos numeros inteiros apresenta dificuldades e que a
aprendizagem, ao longo do ensino fundamental, tem sido insatisfatdria.
Neste sentido, é importante reconhecer os obstaculos que o aluno enfrenta

ao entrar em contato com esses numeros. A saber:

150 quarto ciclo corresponde a 72 e 82 séries do ensino fundamental de 8 anos.
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. conferir significado as quantidades negativas;

. reconhecer a existéncia de nimeros em dois sentidos a
partir do zero, enquanto para os naturais a sucessdo acontece
num Unico sentido;

. reconhecer diferentes papéis para o zero (zero absoluto
e zero-origem);
. perceber a légica dos numeros negativos que contraria

a légica dos numeros naturais — por exemplo, é possivel
“adicionar 6 a um numero e obter 1 no resultado”, como
também é possivel “subtrair um nimero de 2 e obter 9”;

° interpretar sentencas do tipo x = —y, (o aluno costuma
pensar que x é positivo e y é negativo) (BRASIL, 1998, p. 98).

Assim, com o intuito de superar esses obstaculos, o documento
apresenta alguns exemplos de recurso que podem auxiliar o processo de
ensino e aprendizagem desses niumeros. O primeiro deles é a representacao
geomeétrica dos numeros inteiros numa reta numeérica orientada, por meio

dela podem ser explorados varios segmentos desse conteldo, tais como:

. visualizar o ponto de referéncia (origem) a partir da qual
se definem os dois sentidos;

. identificar um nuUmero e seu oposto (simétrico):
numeros que se situam a mesma distancia do zero;

. reconhecer a ordenagdo dos inteiros: dados dois
numeros inteiros quaisquer, o menor é o que esta a esquerda
(no sentido positivo da reta numérica); assim, dados dois
numeros positivos sera maior o que estiver mais distante do
zero e dados dois negativos serd maior o que estiver mais
proximo do zero;

. comparar numeros inteiros e identificar diferencgas
entre eles; inferir regras para operar com adi¢do e subtragao,
como: (+3) + (=5) =+3 =5 = -2 (BRASIL, 1998, p. 98-99)

Ainda, para explorar as operacdes de adi¢do e subtracdao, o documento

indica outro recurso: o dbaco de inteiros, “[...] que consiste em duas varetas
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verticais fixadas num bloco, nas quais se indica a que vai receber as
guantidades positivas e a que vai receber as quantidades negativas,
utilizando argolas de cores diferentes para marcar os pontos” (BRASIL, 1998,
p. 99).

Para a apresentacdo da multiplicacdo de numeros inteiros, os PCN
indicam que essa operacdo pode ser trabalhada por meio de tabelas.
Inicialmente, far-se-a o produto entre dois nimeros positivos. A seguir, a
multiplicagdo entre um numero positivo por um nimero negativo pode ser
interpretada como a soma de parcelas negativas e resolvida por
procedimentos aditivos, por exemplo, (+2) x (=5) = (=5) + (—5) = —10. Através
da observacdo das regularidades das sequéncias numéricas construidas,
pode-se chegar a multiplicacdo de dois nUmeros negativos, compreendendo
gue este produto precisa ser positivo para manter o padrdo numérico

observado na sequéncia. llustrando:

Tabela 1- Sequéncia formada na multiplicagdo de niumeros inteiros

X\ 2111001123 ]| X
6| -3]0 |3 6] 9|3
40210121462
21-110 12|31
0 O[O0 ]O0O]O0]0]0
2| +1 ] 0]-1|-2]-3]|-1
+4 1 +2 | 0| -2|-4]-6|-2

Fonte: Brasil (1998)
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Podemos observar que os produtos obtidos entre os numeros da
primeira linha (x) com os da ultima coluna (y), na posic¢do vertical, decrescem
de cima para baixo, para x>0 e crescem para x<0. Na posi¢dao horizontal, da
direita para a esquerda, os produtos crescem para y>0 e decrescem para
y<0.

De um modo geral, os PCN apontam que o trabalho com ndmeros
inteiros ndo pode estar relacionado somente a situagBes concretas.
Contudo, adverte que o ensino, conduzido exclusivamente pelo caminho
formal, corre o risco de reduzir o estudo a um formalismo vazio. “Assim,
devem-se buscar situacdes que permitam aos alunos reconhecer alguns
aspectos formais dos nimeros inteiros a partir de experiéncias praticas e do
conhecimento que possuem sobre os numeros naturais” (BRASIL, 1998, p.
100).

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) aprovada recentemente em
nosso pais (BRASIL, 2017), propde cinco unidades tematicas para a area da
matematica (NUmeros, Algebra, Geometria, Grandezas e Medidas e
Probabilidade e Estatistica) que, segundo o documento, estdo
correlacionadas e orientam a formulacdo de habilidades a ser desenvolvidas
as longo do Ensino Fundamental.

A unidade tematica Niumeros tem por objetivo desenvolver ao longo
do Ensino Fundamental'®, o pensamento numérico que “[...] implica o

conhecimento de maneiras de quantificar atributos de objetos e de julgar e

16 0 Ensino Fundamental compreende a fase do 12 ao 92 ano e atende criangas dos seis aos
14 anos de idade, dividindo-se em anos iniciais e finais.
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interpretar argumentos baseados em quantidades” (BRASIL, 2017, p. 266).
Para a construcdo do conceito de nimeros, a BNCC indica que os alunos
precisam desenvolver as ideias de aproximagdao, proporcionalidade,
equivaléncia e ordem, por meio de situagdes significativas e sucessivas
ampliacGes dos campos numéricos.

Para os Anos Iniciais do Ensino Fundamental’’, ndo hd nenhuma
indicacdo sobre a necessidade de abordar os numeros inteiros relativos
nessa fase do ensino. Tem-se como expectativa para a unidade tematica
Numeros a resolucdo de problemas envolvendo ndmeros naturais e
racionais e o desenvolvimento de habilidades de “[...] leitura, escrita e
ordenacdo de numeros naturais e numeros racionais por meio da
identificacdo e compreensdo de caracteristicas do sistema de numeracao
decimal, sobretudo o valor posicional dos algarismos” (BRASIL, 2017, p. 266-
267).

Nos Anos Finais do Ensino Fundamental'®, de maneira geral, a
expectativa é de que os numeros inteiros sejam utilizados pelos alunos na
resolucdo de problemas, envolvendo as opera¢des fundamentais, com
diferentes significados e utilizando estratégias diversas (BRASIL, 2017). Mais
especificamente, os nimeros inteiros sdo abordados, pela BNCC, no sétimo
ano. Na unidade temdtica Nimeros, entre outros objetos do conhecimento

para esse nivel de ensino, contempla-se os “Numeros inteiros: usos, historia,

17 0s Anos Iniciais do Ensino Fundamental corresponde a fase do 12 ao 52 ano.
18 Os Anos Finais do Ensino Fundamental correspondem a fase do 62 ao 92 ano.
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ordenacdo, associacdo com pontos da reta numérica e operacdes” (BRASIL,

2017. p. 304), objetivando o desenvolvimento das seguintes habilidades:

(EFO7MAO03) Comparar e ordenar numeros inteiros em
diferentes contextos, incluindo o histdrico, associa-los a pontos
da reta numérica e utiliza-los em situagdes que envolvam
adicdo e subtragdo. (EFO7MAO04) Resolver e elaborar problemas
que envolvam operagdes com numeros inteiros (BRASIL, 2017.
p. 305).

Podemos observar que a BNCC trata da questao dos nimeros inteiros
relativos superficialmente. Propde a resolucdo e a elaborac¢do de problemas
utilizando as operacdGes com esses numeros, porém ndo especifica quais
seriam essas operagdes e nem aponta uma alternativa metodoldgica para o
ensino dessas operagdes. A problematica da multiplicacdo de dois nimeros
negativos é completamente silenciada.

Vejamos, agora, o que nos dizem o National Council of Teachers of
Mathematics (NCTM) Principios e Normas para a Matematica Escolar a
respeito do ensino dos nimeros inteiros e das suas operacdes de adicdo,
subtracdo e multiplicacao.

Segundo as Normas (NCTM, 2008), os inteiros negativos devem ser

introduzidos no periodo do 32 ao 52 anos de escolaridade

[...] através da utilizacgdo de modelos familiares, como a
temperatura ou dividas de dinheiro. A reta numérica também
constitui um modelo Util e adequado, e os alunos deverdao
reconhecer que os pontos situados a esquerda de 0, numa reta
numérica horizontal, podem ser representados por nimeros
menores que 0 (NCTM, 2008, p. 175).
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No periodo que corresponde do 62 ao 82 anos de escolaridade, as
Normas (NCTM, 2008) apontam para a importancia de os alunos
aprofundarem os seus conhecimentos a respeito dos inteiros relativos,
devendo adquirir competéncia na sua utilizacdo para a resolucdo de
problemas. Os alunos deverdao ampliar os seus conhecimentos informais a
respeito dos negativos, decorrente de suas experiéncias cotidiana, como as
temperaturas ou a redugdao do nimero de metros numa jogada de futebol

americano. Neste sentido,

Os inteiros positivos e negativos deverao ser percebidos como
Uteis na indicagdo de variagGes ou valores relativos. Os alunos
poderdo ainda avaliar a utilidade dos inteiros negativos quando
trabalharem com equages, cujas resolugdes exijam a sua
utilizagdo, como em 2x + 7 = 1 (NCTM, 2008, p. 256).

Pelo exposto, pode ser percebido que, embora este documento, NCTM
(2008), indique a compreensdao dos negativos pela ampliagdo dos
conhecimentos informais adquiridos pelos alunos, nada consta a respeito,
especificamente, da regra de sinais nem de indicacdes para a conducao das
operagbes de adicdo, subtracdo e multiplicagdo com esses numeros.
Entretanto, de acordo com Pontes (2010), no Caderno 9 da Cole¢ao Temas
Matematicos do NCTM, intitulado o sistema dos inteiros®®, aparece uma

sugestdo para a multiplicacdo de niumeros inteiros relativos. Vejamos:

Nessa justificativa, é sugerida a multiplicacdo da sequéncia dos
numeros inteiros de 4 até -4 pelo nimero positivo 5. Iniciando

ISNCTM. The system of integers. Washington, 1968. (Topics in Mathematics for Elementary
Scholl Teachers), Booklet Number 9.
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pelo produto 4 x 5 = 20 e seguindo até o produto 0 x 5 =0 pode
ser observado que o primeiro fator vai diminuindo de um em
um, que o segundo fator permanece igual e que os produtos
vao diminuindo de cinco em cinco unidades. Portanto,
continuando a realizar os produtos até -4 x 5 = -20, obtemos a
seguinte sequéncia:

4 x 5 =20
3 x 5 = 15
2 x 5 = 10
1 x 5 =5

0 x 5 =0
-1 x 5 = 5
2 x 5 = -10
-3 x 5 = -15

Assim, concluimos que o produto de um nimero negativo por
um numero positivo € um numero negativo. Em seguida, é
usada a mesma estratégia para multiplicar os nimeros inteiros
de 4 a -4 pelo numero negativo -5, inicialmente de 4 até 0, para
que a sequéncia dos produtos seja percebida e, em seguida de
-1a -4, que geram os produtos:

4 x -5 = -20
3 x -5 = -15
2 x -5 = -10
1 x -5 = -5
0 x -5 =0

-1 x -5 = 45
2 x -5 = 410

-3 x -5 = +15
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De acordo com a sequéncia anterior, concluimos que o produto
de um nimero negativo por um nimero negativo € um nimero
positivo (PONTES, 2010, p. 104).

Nessa sugestao, percebemos que o ensino da regra de sinais para a
multiplicacdo aconteceu pela via formal. Ela estd em consondncia com a
indicagdo apontada pelos PCN. Entretanto, a regra de sinais, para a
multiplicacdo de ndimeros inteiros, é sugerida pelos PCN somente para as
Ultimas séries do ensino fundamental.

Nesses documentos: BNCC, PCN e NCTM, ha diversas sugestdes de
ensino para a compreensao do campo aditivo dos relativos. Contudo, o
ensino da multiplicacdo de numeros negativos, nesses documentos, é
sugerido por meio de uma sequéncia numérica em que um padrdo precisa
ser preservado. Ou seja, a compreensdo de que a multiplicacdo de dois
numeros negativos precisa ser positivo, deve acontecer pela via formal,
fugindo de exemplos do cotidiano.

Finalizando este capitulo, cabe, agora, tecermos algumas
consideracdes sobre o tema discutido neste tdpico. O ensino dos numeros
inteiros encontra dificuldades, principalmente, no que se refere a
multiplicacdo desses numeros e suas regras de sinais. O fato de a adicdo de
numeros relativos ser conduzida por meio do modelo aritmético, utilizando-
se de situa¢Oes-problema contabeis, pode trazer prejuizos ao ensino das
propriedades multiplicativas desses nimeros.

Analisando as orientac¢des dos documentos oficiais, percebe-se que na
BNCC nao se encontra indicativos de como deve ser conduzido o processo

de ensino e aprendizagem das operagdes com numeros inteiros relativos e
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a regra de sinais para a multiplicacdo, envolvendo esses nimeros, ndo chega
a ser mencionada. Os PCN apontam que o ensino dos nimeros inteiros nao
deve ser conduzido exclusivamente por exemplos prdticos. Mas, que,
partindo das situagGes vivenciadas pelos alunos, estes sejam levados a fazer
generalizagbes e possam compreender que a regra de sinais para a
multiplicagdo de numeros inteiros atende as regras da consisténcia interna
da propria matematica. A sugestdo de ensino, apresentada pelo caderno 9
do NCTM, apresenta um modelo que atende a esta perspectiva. No proximo
capitulo, apresentaremos a fundamentacdo tedrica que subsidiou a nossa
proposta de intervencao didatica que sera tratada com mais detalhes no

decorrer desse livro.



CAPITULO Il
FUNDAMENTOS TEORICOS PARA O ENSINO DE NUMEROS INTEIROS
RELATIVOS: PRINCiPIO DE EXTENSAO E CONGRUENCIA SEMANTICA

Se o processo de ensino e aprendizagem dos numeros relativos
encontra dificuldades, o que fazer? Na busca por uma resposta a esse
guestionamento fomos desafiados a procurar subsidios tedricos e
metodoldgicos que nos auxiliassem a encontrar um caminho que pudesse
trazer melhorias ao processo de ensino e aprendizagem desses numeros,
diferentemente daquela pratica que se encontra instaurado em nossas
escolas, conforme tratamos no capitulo anterior.

Glaeser (1981) nos provoca ao dizer que o “bom modelo” utilizado
para ensinar as propriedades aditivas, baseado no “modelo comercial”
associando a ideia de ganho a um numero positivo e ao nimero negativo ao
de uma perda, pode trazer riscos ao ensino das propriedades multiplicativas
desses numeros. Desta forma, o ensino dos numeros relativos precisa sofrer
mudangas, ndo podendo mais se prender somente nos exemplos baseados

em situac¢des cotidianas, haja vista que, historicamente, o nimero negativo

ndo surgiu num contexto aritmético, mas, sim, num contexto algébrico.

Contudo, o ensino atual dos nimeros inteiros se introduz em
um contexto aritmético, tanto nas situagdes que introduz como
nas técnicas que utilizam para resolvé-las, contexto em que ndo
sdo necessarios como estratégia de resolucdo. Como
consequéncia, o estabelecimento de suas regras de calculo fica
totalmente a mercé do modelo concreto que se utiliza para
introduzi-los, e este tratamento didatico contribui, todavia,
ainda mais para agravar o obstaculo epistemoldgico (CID, 2000,
p. 13).
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Dessa forma, Costa (1971) complementa ao apontar no sentido de que
a origem histdrica da nocdo de nimero negativo ndo estd atrelada a classe
de grandezas, mas que ela emergiu “[...] na necessidade de interpretar o
resultado de uma subtracdo, quando o minuendo é menor que o
subtraendo” (COSTA, 1971, p. 222). Seguindo o mesmo pensamento, Caraca
nos apresenta a operacao de subtracdo sob a perspectiva de deslocamentos
sobre uma reta. E, que para orientar esses deslocamentos, ha necessidade
de se determinar um sinal que indique o sentido do movimento. “Esse sinal
pode ser qualquer, mas ha necessidade de tomar um sobre o qual nos

entendamos para sempre” (CARACA, 1963, p. 96).

Figural—Aretar

«— —>

Fonte: (CARACA, 1963, p. 96)

Assim, de acordo com Caraga (1963), imaginamos um movel que se
desloca sobre a reta r, partindo do 0, considerado a origem, ele se desloca
trés medidas e em seguida muda o sentido do movimento e se desloca duas
medidas, ao final dos movimentos se encontra a uma distancia da origem.
Caraca propbe que podemos obter o resultado do deslocamento deste
movel por meio de uma subtracdo do tipo3-2=1.

No entanto, Caraca afirma, que nem sempre isto é possivel, pois se

considerarmos um movel que parte da origem e se desloca quatro medidas,
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para e retrocede seis medidas, a sua posicdo final serd duas medidas a
esquerda da origem; “mas este resultado é impossivel de obter por uma
subtracdo” (p. 96), visto que o minuendo 4 é menor que o subtraendo 6. Nas
palavras de Caraca (1963, p. 97), “se desejamos obter, sempre, resultados
de problemas como os postos acima, temos que nos libertar da
impossibilidade da subtra¢do”. Para isso se instaura a necessidade da criacao
de um novo campo numérico, os nimeros relativos.

Para Caraca, a definicdo de um numero relativo é dada da seguinte
forma: “Seja, a e b dois nimeros reais quaisquer: a diferenca a — b
chamaremos numero relativo, que diremos positivo, nulo ou negativo
conforme fora > b, a = b, a < b” (CARACA, 1963, p. 97). Nesse sentido, a
representacdo dos nimeros relativos na reta numérica é organizada a partir
da origem que passa a corresponder ao nimero zero.

Nessa reta, a partir do zero, tomam-se dois sentidos opostos,
estabelecendo-se que a direita do zero corresponde ao sentido positivo e a
esquerda do zero o sentido negativo. Agora, nesta reta dos relativos,
podemos entdo representar os movimentos mencionados anteriormente
sobre a reta, da seguinte forma: a diferenca 3 — 2 é o numero relativo
positivo 1; a diferenca 4 — 6 é o niumero relativo negativo —2.

Segundo Caraca, “os elementos novos que aparecem no campo dos
relativos sdo os nimeros negativos; os nUmeros positivos sdo os nimeros
reais anteriormente conhecidos, incorporados agora no novo campo com

uma qualificagao nova” (CARACA, 1963, p. 97).
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Com a ampliacdo dos conjuntos numeéricos, muitas impossibilidades
foram resolvidas ao longo do caminho, por exemplo:

a) a divisdo de 3 por 2 que antes ndo era possivel nos Naturais, agora ela é
perfeitamente solucionada no campo dos nimeros Racionais;

b) AV5 que n3o era possivel de ser calculada nos racionais, com a ampliagdo
para os Reais, ela foi definitivamente elucidada;

c) A subtracdo do tipo 4 — 7 que ndo era solucionada nos Naturais, passou a
ser compreendida e resolvida no campo dos Relativos.

Bem, parece-nos, entdo, que a ampliacdo dos conjuntos numéricos até
aqui resolveu todas as impossibilidades. No entanto, com a introducdo dos
numeros relativos, vimos surgir um outro tipo de impossibilidade diferente
de tudo o que havia se apresentado até o momento, estamos falando das
raizes de indice par com radicando negativo.

Como consequéncia da regra de sinais da multiplicacdo, aplicadas a
potenciacao, podemos perceber que a poténcia com expoente par serd
positiva, e, a poténcia com expoente impar mantera o mesmo sinal da base.
Como a potenciacdo é a operacdo inversa da radiciacdo, estamos frente, nas

palavras de Caracga, a uma nova impossibilidade.

[...] essa dificuldade pode dar origem a um novo campo
numérico que se obtera por negacdo dessa negacdo. Isto é
evidentemente realizdvel, mas, antes de o fazer, ponhamos a
pergunta - vale a pena? Havera porventura problemas cuja
plena resolugdo exija a ultrapassagem da negagdo
mencionada? (CARACA, 1963, p. 104).
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O transcorrer da proépria histéria mostrou que sim. Ndo era apenas
uma questdo particular que poderia ser resolvido optando-se por adotar a
regra — x — = — e, assim, poder calcular, por exemplo, V=25 = -5, uma vez
gue nesta légica (-=5) x (—5) = —25. Esta questdo vai além, tendo em vista
gue os matematicos se depararam, no transcorrer da histdria, com situacdes
problemas que recaiam em equagdes em que as manipulagdes algébricas de
resolucdo faziam surgir uma raiz quadrada negativa, e isso impedia a
continuacdo do calculo formal. Mas a situacdo do problema os fazia
entender que era possivel achar um resultado.

O fato da impossibilidade de calcular uma raiz quadrada negativa no
conjunto dos niumeros Reais e a situacdo que apontava para a existéncia
dessa raiz contribuiu para que os matematicos avancassem no cdlculo. Essa
dicotomia fez com que os matematicos mantivessem aregra—x—=+e, com

essa atitude, permitiu-se a criagdo de um novo numero, o imaginario.

Que essa necessidade imperiosa tenha sido posta em relevo
pelas equagdes de 32 grau, e ndo pelas do 22 grau (nas quais,
porém, o fato da impossibilidade analitica ja aparecera muitos
séculos antes), mostra bem que o progresso da Matematica se
ndo realiza sempre em obediéncia a um plano ldgico de
desenvolvimento interno, mas, muitas vezes, pelas pressoes
exteriores, que a obrigam a procurar, as apalpadelas, o seu
caminho (CARACA, 1963, p. 161).

Com a engenhosa ideia da criagdao do simbolo i (unidade imaginaria) e
da igualdade i? = —1, foi possivel ultrapassar o obstaculo relacionado as
raizes de indice par com radicando negativo. Assim, v—9 = + 3i e, como

consequéncia, fez-se necessario criar um novo campo numeérico, o campo
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dos Complexos. Nas palavras de Costa: “A necessidade de levantar essa
excecdo, de modo a tornar possiveis todas as operacdes sobre os nimeros
reais, teve como resultado a criacdo dos niumeros complexos. Essa nova
classe de numeros é, portanto, de origem algébrica” (1971, p. 222).

Essa capacidade que o homem civilizado, de hoje, tem para fazer
generalizagOes e abstragdes, ao contrario do homem primitivo e até mesmo
de alguns filésofos que percebiam os numeros como impregnados na

natureza, Caraca chama de “principio de extensdo”, nas suas palavras:

[...] o homem tem tendéncia a generalizar e entender todas as
aquisicdes do seu pensamento, seja qual for o caminho pelo
qual essas aquisicOes se obtém, e a procurar o maior
rendimento possivel dessas generalizagcbes pela exploragdo
metddica de todas as suas consequéncias. Todo o trabalho
intelectual do homem é, no fundo, orientado por certas
normas, certos principios. Aquele principio em virtude do qual
se manifesta a tendéncia que acabamos de mencionar,
daremos o nome de principio de extensdo (CARACA, 1963, p.
10).

Esse trabalho intelectual do homem orientado por certas normas e
principios, do qual Caraca nos fala, foi o que propiciou a ampliacdo dos
conjuntos numéricos e das suas operagoes. Assim, “As operacdes sobre
numeros relativos definem-se por extensao imediata das operacées com o
mesmo nome estudadas no campo real” (CARACA, 1963, p. 100).

O homem pelas suas generaliza¢des e abstra¢des conseguiu transpor
0 pensamento unicamente concreto e ascender ao campo formal das
operacdes. Foi justamente este obstaculo que Hankel (1867), citado por

GLAESER (1981), conseguiu superar ao mostrar que a explicacdo para a regra
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de sinais — x — =+ ndo poderia ser procurada na natureza, e que ela precisaria
ser demonstrada formalmente?®.

No entanto, no transcorrer da histéria, podemos perceber que os
numeros negativos, assim como os nimeros complexos, foram rejeitados
durante muito tempo, porém a hesitacdo légica perdeu espago frente as
vantagens praticas. Neste caso, a V— 1 que representava uma operagio

impossivel era aplicada no calculo como um instrumento intermediario a fim

de se obter resultados reais como, por exemplo, V— 1 x V=1 =—1. Desta
forma, a multiplicacdo de dois nimeros impossiveis resultava em um
numero real.

Segundo Costa, os numeros complexos perderam o seu aspecto
paradoxal de resultados de operagGes impossiveis quando foram aplicados
ao cdlculo das grandezas vetoriais (1971). Assim, podemos perceber que “as
extensdes sucessivas da ideia de niumero se justificam pela necessidade que
temos de simbolizar certas grandezas concretas, com a sua divisibilidade, a
sua orientabilidade, a sua continuidade” (COSTA, 1971, p. 224).

No processo de ensino e aprendizagem dos numeros inteiros relativos
esse processo de generalizagcdo também precisa estar presente, uma vez que
a descoberta da existéncia do niUmero negativo estd ligada a existéncia do

positivo. Desta forma,

A compreensdo do que seja numero negativo avanca
paulatinamente, por abstracGes e generalizagdes, na medida
em que a crian¢a descobre que se negativo é menor do que

20 Neste trabalho, entendemos como ensino formal aquele que atende aos principios da
consisténcia interna da matematica, atendendo as regras para a formacgdo de féormulas e
permitindo generalizagdes.
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positivo, ha um ponto de onde positivo e negativo se originam.
Isso leva, por sua vez, a necessidade de nova ampliacdo,
porque, nos naturais, a assimilagdo do zero foi feita com base
no significado da auséncia de quantidade. Agora, é preciso
ampliar este significado, ou seja, diferencia-lo da concepgao de
zero origem (TEIXEIRA, 1993, p. 63).

Da mesma maneira que a concepcao do zero precisa ser ampliada,
também, a concepgdo das operagdes de adi¢do, subtracdo e multiplicacao
precisa sofrer novas significagbes no conjunto dos numeros inteiros
relativos. Uma vez que até o 62 ano as criangas sao levadas a associar a ideia
de adicao com a ideia de juntar, a ideia de subtracdo atrelada a tirar, e, por
sua vez, a multiplicacdo é vista como uma adicao de parcelas iguais. No
entanto, estas concepg¢des precisam ganhar um novo significado no
conjunto dos relativos. Além das operacdes, o sinal de + (mais) que outrora
representava uma adicao, agora nos relativos pode representar um estado.
Da mesma forma, o sinal de — (menos) que no conjunto dos Naturais
representava uma operacao de subtracdo, agora também passa a ser

considerado como um sinal predicativo. Neste sentido, vale salientar que:

Os numeros positivos e negativos representam estados e
operagdes, por exemplo: —2 representa ao mesmo tempo 2
unidades abaixo de zero, portanto, que se localizam na regido
negativa, como também significa “2 a menos que”, indicando a
operagdo de deslocamento, que produzird transformagdes em
um certo sentido (no caso de numero negativo significa
deslocar a esquerda e, de positivo, deslocar a direita) (TEIXEIRA,
1993, p. 64).

Esta confusdo entre os sinais operatdrios e predicativos, de acordo

com Glaeser (1981), foi percebida primeiramente por Cauchy em meados do
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século XIX que os diferenciou como sinais operatérios aqueles que designam
uma acdo (aumentar, diminuir) e os predicativos aqueles que qualificam um
estado (positivo ou negativo).

No nivel de aprendizagem, essas amplia¢cdes e ressignificagbes das
operagdes dos naturais para os relativos requerem uma atengao especial.
Podemos pensar no sentido da congruéncia semantica apresentada por
Raymond Duval através da sua Teoria dos Registros de Representacao

Semidtica.

3.1 Os Registros de Representagdao Semidtica

Nesta teoria, o estudo da matematica se estabelece com base em
representacdes, pois os objetos matematicos nao sendo acessiveis pela
percepcdo o fazem pela representacdo. Desta forma, surge a necessidade
das representacOes semidticas para poder dar representantes aos objetos
matemadticos e, por outro lado, a possibilidade de operar com esses objetos
matematicos dependem de um sistema de representacdo semidtico.

Desse modo, percebe-se que surge um novo regime de saber pautado
na ordem da representacdo, onde a apreensao do objeto matematico passa
por intermédio de suas representagdes. Essas representagdes foram o ponto
principal para o desenvolvimento do conhecimento matematico, pois elas

sdo imprescindiveis na formacao e na constru¢ao de conhecimentos.

[...] o -conhecimento é veiculado e limitado pelas
representacgdes. Limitado porque, para se ter conhecimento, é
preciso que o objeto do conhecimento esteja em presenga do
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sujeito do conhecimento — é preciso que o objeto do
conhecimento seja dado a conhecer, o que ocorre por meio das
representacdes. Estas possibilitam o acesso aos objetos do
conhecimento. (...) As representagGes, enquanto parte
concreta que relaciona o objeto do conhecimento e o sujeito
que aprende, se estabelece como elemento importante no
processo de ensino e aprendizagem da matematica
(COLOMBO; FLORES; MORETTI, 2007, p. 185).

Porém, é imprescindivel salientar “[...] o entendimento de que
nenhum dos registros de representa¢do ‘¢’ o objeto matematico, mas eles
apenas o ‘representam’, estdo ‘no lugar dele’ para, assim, permitir o acesso
a esses objetos matematicos” (COLOMBO; FLORES; MORETTI, 2008, p. 45).
Nesse sentido, é que Duval (1993) chama a atengdo para o paradoxo

cognitivo do pensamento matematico:

[...] de um lado, a apreensdo dos objetos matematicos sé pode
ser uma apreensao conceitual e, de outro, é somente pelo meio
de representagdes semidticas que uma atividade sobre os
objetos matematicos é possivel. Este paradoxo pode constituir-
se num grande circulo para a aprendizagem. Como sujeitos, em
fase de aprendizagem, poderiam ndo confundir os objetos
matematicos com suas representagdes semioticas se eles so
podem tratar com representagbes semioticas? (DUVAL, 1993,
p. 38).

Muitas vezes no ensino ndo damos a devida importancia ao paradoxo
cognitivo do pensamento matemadtico devido ao fato de estarmos mais
atentos as representa¢des mentais do que as representacdes semidticas.
Segundo Duval, as representacbes mentais dizem respeito “[...] as
conceitualiza¢gdes que um individuo pode ter sobre um objeto [...]” (DUVAI,
1993, p. 38), ao passo que, as representacdes semiodticas “[...] sdo producdes

constituidas pelo emprego de signos pertencentes a um sistema de
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representacées que tem seus embaracos proprios de significacdo e de
funcionamento” (DUVAL, 1993, p. 39).

Ainda, segundo Duval, essas representacées semidticas nao sao
somente para fins de comunicacdo, mas também s3o essenciais para as
atividades cognitivas do pensamento. Neste sentido, os registros de
representacdao semidtica sdo fundamentais tanto para a criacdo de objetos
matemadticos como para a sua apreensao.

Numa aula de matematica, por exemplo, o —2, objeto externo, é
utilizado para estabelecer a relacdo com as nocgbes e ideias do conceito
desse numero. Desta forma, o emprego do signo é como um instrumento
internalizado, operado em nivel mental. Assim, dois deslocamentos a
esquerda na reta dos numeros inteiros, a temperatura de dois graus abaixo
de zero, dois metros de profundidade sdo instrumentos externos. As
respectivas representag¢des sao signos internos.

A coordenacdo de muitos registros de representacdo semidtica
aparece como uma atividade fundamental para a apreensao conceitual dos
objetos, que, por sua vez, nao deve ser confundido com suas
representacGes. O objeto deve ser reconhecido em cada uma das suas
representagdes possiveis, pois somente nessas condicbes é que a
representacdo da acesso ao objeto representado (DUVAL, 1993).

Dentre a diversidade de representacdes semidticas, Duval agrupa-as
em quatro grandes grupos de registros, sendo eles: a linguagem natural, as
escritas algébricas e formais, as figuras geométricas e as representacdes

graficas (2005). Segundo Duval (1993), para que um sistema semidtico possa
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ser considerado um registro de representacdo, ele deve promover trés
atividades cognitivas fundamentais ligadas a semiose: a formacdo de uma
representacdo identificavel, o tratamento e a conversao.

a) A formagdo de uma representacdo identificdvel como uma
representacdo de um registro dado tem por finalidade assegurar as
condicbes de identificacdo e de reconhecimento da representacao, como
também a possibilidade de sua utilizagdo para tratamentos. De um modo
geral, sdo regras de conformidade que ja se encontram estabelecidas, dessa
forma ndo é competéncia do sujeito crid-las, mas apenas usd-las para
reconhecer as representacoes. Neste sentido, ndo cabe aos nossos alunos
criar o conjunto dos numeros relativos, mas apropriar-se dele e de suas
regras de conformidade para a construcao das operacdes fundamentais.

b) O tratamento de uma representacdo é a transformacdo interna a
um registro, ou seja, é a transformacdo dessa representacao dentro do
registro onde ela foi formada, sendo que, em cada registro, ha regras de
tratamentos préprios que variam em quantidade e natureza. Por exemplo,
guando trabalhamos com a operacdao de adicdo de numeros relativos, o
tratamento exige a compreensao das regras algoritmicas préprias desses
numeros.

Precisamos ressaltar que os tratamentos estao ligados a forma e nado
ao conteldo do objeto matematico, tomemos o exemplo fornecido por

Duval (2012, p. 99):

4/2, (1+1) e V4 s3o formas escritas que designam um mesmo
numero, quer dizer, sao expressdes que fazem referéncia a um
mesmo objeto. Mas ndo possuem o mesmo significado, uma
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vez que ndo sdo reveladores do mesmo dominio de descricdo
ou do mesmo ponto de vista: a primeira exprime o nimero em
fungdo de propriedades de divisibilidade e razdo, a segunda em
fungdo da recorréncia a unidade. Uma simples mudanga na
escrita é suficiente para exibir propriedades diferentes do
objeto, mesmo se for mantida a mesma referéncia.

Os tratamentos efetuados com nimero fracionario 4/2, sdo diferentes
dos tratamentos efetuados com a expressdo (1 + 1), embora as duas

expressdes sejam representacdes do mesmo objeto matematico.

O fato de que duas representacGes distintas para um mesmo
objeto tém cada uma delas sentidos diferentes, logo,
tratamentos diferenciados, implicam em um custo cognitivo
também diferente. Somar dois numeros fracionarios, por
exemplo, ndo tem o mesmo custo cognitivo que somar os
mesmos dois nimeros em sua forma decimal. Como foi visto,
tudo depende do sentido que se da para cada uma das formas
da apresentac¢do do objeto matematico (FLORES, 2006, p. 97).

Na maioria das vezes, no ensino ndao nos preocupamos com O0S
diferentes tipos de registros para um mesmo objeto matemadtico e
dificilmente nos damos conta de que as diferentes formas de representar o
objeto matematico possam apresentar dificuldades para nossos alunos.
Assim, nos processos pedagoégicos, geralmente, somente esse tipo de
transformagao interna — tratamento que chama a atengdo, pois ele
corresponde aos procedimentos de justificacdo e prova.

c) A conversdo é a transformacdo de uma representacdo dada em um
registro, em uma representa¢dao de um outro registro, mantendo os mesmos
objetos revelados, conservando a sua totalidade, ou apenas uma parte do
conteddo da representacdo inicial. Ndao podemos, de forma alguma,

confundir a conversdao com o tratamento. A conversao se estabelece entre
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registros diferentes, enquanto o tratamento acontece dentro do mesmo
registro. Por exemplo, passar a representa¢do da opera¢ao numérica (—3) +
(+5) para uma representacdao geométrica na reta dos inteiros indica uma

conversao. llustrando:

Figura 2 - Representagdo geométrica da adigdo (-3) + (+5)

A
A\ 4

G —
w

-4 - 2 -1 0+l 2+

Fonte: Hillesheim (2013)

+4

No entanto, o simples calculo dessa operagao (—3) + (+5) sem uma
mudanca de registros consiste num tratamento. A conversdao ndo tem um
papel de prova ou justificacdo nos processos matematicos, talvez, por esse

motivo, ela ndo desperte tanto a atengdo nesses processos.

[...] como se se tratasse somente de uma atividade lateral,
evidente e prévia a “verdadeira” atividade matematica. Mas,
do ponto de vista cognitivo, é a atividade de conversao que, ao
contrdrio, aparece como a atividade de transformagdo
representacional fundamental, aquela que conduz aos
mecanismos subjacentes a compreensdo (DUVAL, 2005, p. 16).

Assim, de acordo com este autor, podemos perceber que a esséncia
da atividade matemadtica repousa na mobilizacdo simultdnea de ao menos
dois registros de representacao ao mesmo tempo. Baseado nesse raciocinio,
Duval levanta a hipétese de que a compreensdao em matematica supse a
coordenacdo de, ao menos, dois registros de representacdes semidticas. Nas

palavras de Duval, “a compreensdo da matematica implica a capacidade de
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mudar de registro” (2005, p. 21). Neste sentido, percebemos entdo, em
consonancia com esse autor, que é no transito coordenado entre esses
diversos registros de representagdao que se encontra a “chave” para a
aprendizagem em matemdtica.

A atividade de conversdao pode ser analisada ao compararmos a
representagdo no registro de partida com a representagao no registro de
chegada. A substitutividade é uma caracteristica fundamental do
funcionamento cognitivo do pensamento matematico, e esse processo de
substituicdo de uma expressdo de uma rede semantica a uma expressao de
outra rede semantica aparece, muitas vezes, em situacdes de aprendizagem,
como um salto dificilmente transponivel para os estudantes. E relativamente
a essa substitutividade que duas relagcdes devem ser consideradas: a relacao

de equivaléncia referencial e a relacao de congruéncia semantica.

3.2 Congruéncia semantica e a atividade de conversdo

Um dos obstaculos encontrados por muitos alunos nas suas
aprendizagens matematicas estd ligado ao fato de que a equivaléncia
referencial se destaca da congruéncia semantica. Sobre este assunto, Duval

escreve:

Duas expressdes podem ser sindnimas ou referencialmente
equivalentes (elas podem “querer dizer a mesma coisa”, elas
podem ser verdadeiras ou falsas ao mesmo tempo) e ndo serem
semanticamente congruentes: neste caso, hd um custo
cognitivo importante para a compreensdao (DUVAL, 2012, p.
100).
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Geralmente, quando ocorre a passagem de uma representacdo
semidtica de um sistema a outro sistema semidtico de maneira espontanea
diz-se que hda congruéncia semantica. Para isso, ela deve atender a trés

condicOes, de acordo com Duval (2004, p. 53):

e Correspondéncia semantica entre as unidades significantes
que as constituem.

e Univocidade “semantica” terminal, em que para cada
unidade significante elementar de partida, corresponde a uma
s6 unidade significante elementar no registro de chegada.

e A ordem dentro da organizagdo das unidades significativas
de partida é mantida na representagao de chegada.

Porém, quando n3o se cumprem um desses critérios, as
representagdes ndao sao congruentes entre si e a passagem de um sistema
de representacdo a outro pode ndo acorrer de forma imediata (DUVAL,
2004, p. 17).

Em outras palavras, poderiamos dizer, grosso modo, que ha
congruéncia semantica quando o aluno reconhece facilmente o objeto
matematico, ao passo que, quando esse reconhecimento nao ocorre tao
facilmente, diz-se que nao ha congruéncia semantica. Dessa forma, o
problema da congruéncia ou da ndo-congruéncia semantica de duas
apresentacOes de um mesmo objeto é a distancia cognitiva entre essas duas
representacdes. Quanto maior a distancia cognitiva, maior serd também o
custo de passagem de uma representacdao semidtica a outra, e, também,
maior serd o risco do processo matematico nao ser efetuado ou entendido

pelos alunos.
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Vejamos um exemplo que podera nos ajudar a entender melhor o caso

da congruéncia semantica apresentada por Duval:

Paulo tem 12 figurinhas e perdeu 5 em uma partida.

Neste exemplo, podemos destacar a identidade entre a frase e a
expressdo 12 — 5, onde o verbo “perdeu” pode ser facilmente associado a
operacdo de subtracdo. Percebemos que a ordem de apresentacdo e
guantidade dos dados numéricos na frase sdo conservados na mesma ordem
da operacdo. Neste caso podemos dizer que existe a congruéncia semantica
entre a frase e a expressdo, e, também, pode ser notada a equivaléncia
referencial entre a frase e a expressao aritmética.

Porém, na seguinte situacao: “No inicio de uma tarde de inverno de
uma cidade da Serra Catarinense, os termémetros registram trés graus
Celsius e, no inicio da noite, os termémetros registraram dois graus Celsius
negativos. Qual a variacdo da temperatura nesse periodo?” Esta situacao
possui congruéncia semantica com a expressao (+3) + (—2). Entretanto, a
situagdo e a expressdao nao sao referencialmente equivalentes. A situagao
descrita acima ndo possui congruéncia semantica com a expressao (—2) —
(+3), contudo a situacdo e a expressdo aritmética sdo referencialmente
equivalentes e conduzem a resolugdo correta do problema. “Duas
expressOes diferentes podem ser referencialmente equivalentes sem que
sejam semanticamente congruentes. Inversamente, duas expressdes podem
ser semanticamente congruentes sem que sejam referencialmente

equivalentes” (DUVAL, 2012, p.100).



Regras dos sinais: saga e implica¢@es didaticas 79

Moretti aponta para os reflexos da congruéncia semantica no ensino:

Problemas discursivos que sdo semanticamente congruentes
com a expressdo matemdtica, mas que n3ao sdo
referencialmente equivalentes, levam a uma taxa muita baixa
de sucesso; da mesma forma acontece com problemas que sdo
referencialmente equivalentes, mas ndo sdo semanticamente
congruentes. A resolugcdo de problemas que solicitam a
passagem de um registro discursivo para um registro aritmético
ou algébrico exige a equivaléncia referencial (MORETTI, 2012,
p. 705).

Nessa direcdo, o professor deve ficar atento ao fato de que nem
sempre a congruéncia semantica conduz a resultados bem sucedidos na
resolucdo de problemas matematicos, e que, produzindo diferentes
formulagGes para um mesmo problema, poderd, desta forma, contribuir
para uma verdadeira compreensao matematica.

Dois fenbmenos podem ser observados, no que se refere a natureza
cognitiva, nas opera¢des de conversdao. Primeiramente, as variagbes de
congruéncia semanticas, ja expostas anteriormente, e a segunda diz respeito
a heterogeneidade dos dois sentidos de conversdao. “Nem sempre a
conversao se efetua quando se invertem os registros de partida e de
chegada” (DUVAL, 2005, p. 20).

Segundo Duval (2005), no ensino da matematica, na maioria das vezes,
um sentido de conversao é privilegiado, reforcando a falsa ideia de que o
treinamento realizado num sentido estaria automaticamente exercitando a
conversao no outro sentido. Esta é uma visdo muito ingénua que se propaga
nas situagdes de ensino da matematica. Na maioria das vezes, os estudantes

ndo conseguem perceber o mesmo objeto matematico representado em
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sistemas semidticos diferentes. Por exemplo, a representacdo do calculo de
uma adicdo de numeros relativos e a sua representacdo através de
deslocamentos na reta numérica, dificilmente um aluno, em nivel de ensino
fundamental e até mesmo médio, consegue estabelecer as relagdes entre o
calculo e a sua representacdo geométrica na reta numérica, e vice-versa.

Essa coordenacdo esta longe de ser natural e observa-se, entdo, o que
Duval chama de um “enclausuramento de registros de representagao”
(DUVAL, 1993, p. 52). O aluno “enxerga” o objeto matematico apenas por
um sistema de representacdo. Essa auséncia de coordenacdo ndo impede
toda a compreensdo, mas esta compreensao limitada, que se da através do
monorregistro, conduz um trabalho as cegas onde o aluno ndo tem um
controle do sentido do que é feito. Duval (2012) afirma que mudancgas na
escrita permitem mostrar propriedades diferentes de um mesmo objeto
matemadtico, porém conservando a mesma referéncia.

Os diferentes registros de representacdo se completam, dando-nos
uma melhor compreensdo do objeto matematico. A aprendizagem de um
objeto matematico torna-se significativa quando o aluno, além de realizar
os tratamentos em diferentes registros de representagdo, consegue,
também, naturalmente converter um registro de representacdo em outro.
Do ponto de vista cognitivo, de acordo com Duval (2005), a atividade de
conversao é essencial na conducdo a compreensao.

Conseguir registrar as compreensdes matematicas e compreender o
significado da escrita dentro da matematica sao atividades essenciais no

fazer matematico, possibilitando uma aprendizagem mais significativa. Para
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construir o saber, o aprendiz aplica os seus “[...] conhecimentos e modos de
pensar ao objeto de estudo; age, observa, seleciona os aspectos que mais
chamam a sua atencdo, estabelece relagdes entre varios aspectos deste
objeto e atribui significados a ele, chegando a uma interpretacao prépria”
(MICOTTI, 1999, p. 158).

Duval (2005) afirma que a originalidade da atividade matematica esta
na mobilizacdo simultanea de ao menos dois registros de representagao, ou
na possibilidade de trocar a todo o momento de registro de representacao.
Uma vez que o principal papel da representacdo semidtica é que ela pode
ser convertida em representacdes equivalentes em um outro sistema
semiotico, que podem levar a significaces diferentes pelo sujeito, de um
mesmo objeto matematico.

A articulacdo de diferentes registros, de acordo com Duval (2005), é
uma condicdo necessaria para a compreensdo em matematica, no entanto,
varias abordagens didaticas ndo levem isto em conta, porque o que chama

a atencdo nos processos de ensino sao os tratamentos e ndo a conversao.

3.3 0 papel da diversidade dos registros de representa¢do para o
funcionamento do pensamento humano

Segundo Duval (1993), a necessidade de uma diversidade de registros
para o funcionamento do pensamento humano se funda sobre trés
aspectos: a economia de tratamento, a complementaridade dos registros e

a conceitualizacdo implica uma coordenacdo do registro de representacao.
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Sobre a economia de tratamento, Duval sublinha que “A existéncia de
muitos registros permite mudar de registro, e a mudanca de registro tem
por objetivo permitir a realizagdo de tratamentos de uma maneira mais
econdmica e mais poderosa” (1993, p. 49). Efetuar o calculo numérico da
expressao, por exemplo, (—=2) + (+15) + (-=27) + (+12) é mais econdmico do
gue resolvé-lo através de deslocamentos sobre a reta numérica. Sdo
registros diferentes que apresentam um custo de tratamento
completamente diferente.

Com relagdo a complementaridade de registros, Duval destaca que:

[...] a natureza do registro semidtico que é escolhido para
representar um conteudo (objeto, conceito ou situagdo) impde
uma sele¢do de elementos significativos ou informacionais do
conteudo que o representamos. Esta selecao se faz em fungao
de possibilidades e de embaragos semidticos do registro
escolhido (DUVAL, 1993, p. 49).

Uma situacdo representada na linguagem natural ndo oferece as
mesmas possibilidades de representagdes que um calculo numérico ou que
uma representagao geométrica, como nos exemplos citados anteriormente.
Isto porque, como nos aponta Duval (1993), toda representacdo é
cognitivamente parcial em relacdo ao que ela representa e que as diferentes
formas de representar um mesmo objeto matematico exprimem aspectos
diferentes do mesmo conteudo.

A complementaridade de registro é fundamental, pois nenhum dos
registros é capaz de representar o objeto matemdtico em seu todo. Esse fato
acaba exigindo que o professor promova um trabalho utilizando-se de varias

representacbes do mesmo objeto matematico, visando tanto o
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desenvolvimento das capacidades globais do individuo, como a nao
confusdo do objeto matemdatico com a sua representacao.

Para Duval, a conceitualizacao implica uma coordenacado do registro
de representagdao. Assim, “a compreensdo (integral) de um conteudo
conceitual repousa sobre a coordenacdo de ao menos dois registros de
representacdo, e esta coordenacdo se manifesta pela rapidez e
espontaneidade da atividade cognitiva de conversdao” (DUVAL, 1993, p. 51).

Esta coordenacdo, de acordo com este autor, entre pelo menos dois
registros de representacao, esta longe de ser natural, isto porque os alunos
ndao conseguem perceber o mesmo objeto através de representagdes
diferentes. A este fato Duval chama de um “enclausuramento de registros
de representacdo” (DUVAL, 1993, p. 52).

No ensino da multiplicacdo de numeros relativos, geralmente nos
livros didaticos, a operacdo é dada e se espera que o aluno apresente o
resultado, dificilmente o caminho inverso é proposto. Desse modo, como o
aluno podera perceber que a frase “O produto de dois nimeros inteiros é
—6” e a expressao (—2) x (+3) representam o mesmo objeto matematico?
Duval (1993) salienta que a auséncia de uma coordenacdo ndo impede toda
a compreensdo, contudo esta compreensao limitada a um sé registro faz
com que os conhecimentos adquiridos se tornem pouco ou nada
mobilizados.

Dentre as razdes que podem explicar o fendmeno do enclausuramento
de registros de representacdo, Duval (1993) associa os fendmenos da

congruéncia semantica, haja vista que, quando ha congruéncia semantica, a
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conversdo é realizada quase que intuitivamente. No entanto, quando ndo ha
congruéncia semantica, a conversdo é muito custosa e torna-se quase que
como uma barreira intransponivel. No ensino dos inteiros relativos, o
fendmeno da ndo congruéncia semantica pode ser percebido em muitas
situacGes, mas agora vamos tratar dos casos da ndo congruéncia semantica
observados nas operacdes de adicdo, subtracdo e multiplicacdo desses

numeros.

3.4 A congruéncia semantica e as operagoes de adi¢cdo, subtracdo e
multiplicagdo com os nimeros inteiros relativos

Na atividade matemadtica, o ato de substituir uma formula ou um
calculo por uma outra expressdo referencialmente equivalente é essencial.
Vocé ja pensou na possibilidade de resolver uma situacao problema sem
substitui-la por outra forma de registro permanecendo somente na
linguagem natural? A substitutividade de expressdes é uma propriedade que
estd ligada a estrutura de todo registro semiético, ela é uma conduta muito
importante e frequente nos procedimentos matematicos.

Os procedimentos utilizados na atividade matematica implicam numa
substitutividade tanto inter-registro quanto intrarregistro, ambos pautados
numa mesma referéncia. “A substitutividade é uma caracteristica
fundamental do funcionamento cognitivo do pensamento matematico e é
relativamente a esta substitutividade que os fendbmenos de congruéncia e
ndo congruéncia semantica sao importantes” (DUVAL, 2012, p.113).

Para mostrar, por exemplo, que o deslocamento da reta:
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Figura 3 - Representag¢do geométrica da adigdo (+5) + (-8)

< L L ! ' ! ! !

\ 4

-3 -2 -1 0 +1 +2 +3 +4 +5
Fonte: Hillesheim (2013)

pode ser representado pela operagdo (+5) + (—8) exigiu uma substituicdo
inter-registro, que ndo apresenta uma congruéncia semantica com a sua
representacdo geomeétrica. A congruéncia semantica conduziria a expressao
(+5) + (=3) que, por sua vez, se diferencia da equivaléncia referencial.

Nas operacdes com relativos é que os fendmenos de congruéncia
semantica se destacam. Até a apresentacao dos numeros inteiros os alunos
concebiam, nos naturais, que a adicdo estava rigorosamente atrelada a ideia
de juntar. A subtracdo corresponderia a operacao de tirar, e a multiplicacdo
como uma adicdo de parcelas iguais.

Contudo, mesmo que estes conceitos sejam ampliados nos relativos,
os fendmenos da ndo congruéncia semantica insistem em aparecer. Seja a
seguinte situagdo, por exemplo, “Um submarino encontra-se a —250 metros
de profundidade. Depois de passados 30 minutos encontra-se a —180
metros. Esse submarino subiu ou desceu? Quantos metros?” Esta expressao
é referencialmente equivalente a expressao (—180) — (—250) o que resulta
numa subida de 70 metros realizada pelo submarino. Entretanto, a

expressao possui congruéncia semantica com a situagao seria (—250) —
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(—180) o que levaria ao resultado —70, que significa dizer, o submarino
desceu 70 metros.

Vejamos outra situacdo: “A temperatura registrada durante a
madrugada, em uma cidade, foi de —6° C e no decorrer do dia a temperatura
aumentou 10° C. Qual foi a temperatura maxima registrada neste dia?” Esta
expressao é referencialmente equivalente a expressdo (—6) + (+10) o que
indica que a temperatura maxima foi de +4°.

No entanto, apesar da operacgao ser de adi¢do foi preciso diminuir os
valores absolutos dos nimeros para chegar ao resultado correto. Do ponto
de vista da congruéncia semantica, ndo seria de se estranhar que um aluno
chegasse ao resultado +16, uma vez que a operacgao indicada é uma adicgao.

Contudo, de acordo com Caraga, nos relativos tem-se que:

a+(-b)=a+0-b)=a+0—-b=a—-b;a—(-b) =
a—(0—-b)=a+b—0=a+b, isto é somar um nimero
negativo equivale a subtrair o nUmero positivo com o mesmo
modulo; subtrair um nimero negativo equivale a somar o
numero positivo com o mesmo mdédulo. No campo relativo, as
duas operagles aparecem-nos assim unificadas numa so, que
se chama adigdo algébrica (CARACA, 1963, p. 101).

No caso dos relativos, a operacdao de adicdo pode representar
situacdes em que hd acréscimo ou decréscimo, ou até mesmo somas que
dao resultado zero. Assim, “a adicdo deixa de ser apenas acrescentar (um
dos casos) para ter um novo significado, mais genérico, de associacdo ou

composicdao” (TEIXEIRA, 1993, p. 64). Da mesma forma que a adicdo, a

subtracdo também precisa ser ampliada. Para Teixeira,



Regras dos sinais: saga e implicagdes didaticas 87

[...] a construgdo operatéria da subtracdo supGe a assimila-la
como inversa a adigdo, de tal forma que em uma dada reunido
ou associacdo de elemento (a + b = ¢), é possivel chegar ao
ponto de partida, (a), por exemplo, pela diferenga (¢ — b), ou
seja, pela operagdo inversa (TEIXEIRA, 1993, p. 64).

No entanto, neste trabalho, concordamos com Moretti (2012) e
defendemos a ideia de que a operacao de subtracdo deve ser apresentada
aos alunos depois da operag¢ao de multiplicagdo, uma vez que neste ponto
os alunos ja conhecem as regras de sinais e poderdo simplificar expressao
do tipo "a — (—=b)" e “a — (+b)”. O resultado da expressdo simplificada,
aplicando a regra de sinais, conduziria ao que Caraca (1963) chama de adicdo
algébrica, podendo ser tratada como deslocamentos sobre a reta dos
inteiros, da mesma forma como acontece com a adicdo dos relativos.

Defendemos esse ponto de vista pois acreditamos que, ao apresentar
a operacdo da subtracdo como a operacgdo inversa, estariamos conduzindo
os alunos a efetuarem “manobras meio fantasiosas” para a realizacdo dessa
operagao, e assim conduzindo o aluno ao questionamento: por que
precisamos recorrer a operacao inversa para efetuar a subtracdao, uma vez
que a adicdo ndo exige essa transformacdo? A resposta a essa pergunta
encontra-se justamente na regra de sinais. Para que a subtracdo nos inteiros
seja efetuada, precisamos aplicar a regra de sinais a fim de obtermos uma
adicdo algébrica. “Dada a natureza do sistema dos inteiros, a subtracao nada
mais é que a composicdo entre operadores, ou seja, uma adi¢cdo” (TEIXEIRA,
1993, p. 65).

No caso da multiplicacdo dos relativos, a barreira encontrada para o

seu ensino encontra-se na ideia de que a multiplicagdo, nos naturais, é
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concebida como uma soma de parcelas iguais. Nos inteiros, a multiplicacao
de um ndmero positivo por outro positivo, ja dominada nos naturais, e a
multiplicacdo de um numero positivo por um nimero negativo pode ser
perfeitamente entendida como uma repeticdo de parcelas. Por exemplo,
(+3) x (-5) pode ser concebido como trés deslocamentos de (—5) que resulta
em —15. Da mesma forma a multiplicacdo de dois numeros positivos, por
exemplo, (+4) x (+2) pode ser entendido como quatro deslocamentos de (+2)
gue resulta em +8.

Todavia, esses exemplos se deparam com um obstaculo quando se
tenta explicar a multiplicacdo de dois nimeros negativos. Moretti (2012) nos
apresenta o ensino da regra de sinais para o campo multiplicativo,
obedecendo ao Teorema de Hankel atendendo a ideia do “principio de
extensdo” proposto por Caraca, ja citado anteriormente. De acordo com o
principio de extensdo, devemos estender a propriedade distributiva dos
positivos para o caso dos negativos.

Moretti (2012) nos apresenta um exemplo com o objetivo de explorar
as distributividades a direita e a esquerda. Ele propde um quadro com duas
regras de sinais (Tabela 2) na qual serdo aplicadas a expressao (1 — 3) x (-5
+1).

“Observemos que na Regra 2 colocamos que —x —=—o0 que é diferente
do que estd definido na regra usual. Apliguemos estas duas regras a
expressao (1 —3) x (-5 + 1)” conforme a Tabela 3 a seguir que mostra que
os resultados obtidos pela regra usual se mantém, mesmo quando sdo

resolvidos de modos diferentes.
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Tabela 2 - A regra usual e outra regra de sinais

Regra usual | Regra 2

+x+=+ |+x+=+

+X—=— +X—=—
—X+=— —X+=—
—X—=-=+%+ —X—=-—

Fonte: Moretti (2012)

Tabela 3 - Comparacgao entre duas regras de sinais para a multiplicacao

Célculo com a Célculo com a
(1-3) x (=5+1) Regra usual Regra 2
Eliminando ambos os -2x-4 -2x-4
parénteses =+8 =-8
o A . —2x(-5+1) -2 x(-5+1)
Eliminando o paréntese a
m P = 2x-5-2x(+1)| =-2x-5-2x(+1)
esquerda e usando a =10-2 =102
distributividade - -
=+8 =-12
Eliminando o paréntese a (1-3)x—4 (1-3)x-4
o = 1x-4 -3 x (-4) =1x—4 -3 x (-4)
direita e usando a
distributividade =4+ 12 =-4-12
=+8 =-16

Fonte: Moretti (2012, p. 710)

O mesmo nao acontece com a regra 2. Este tipo de situagdo podera
conduzir o aluno a fazer generalizagGes e abstracOes. E, “[...] com base em
abstracGes de niveis mais complexos, é possivel compreender que se Z é

uma ampliacdo de N, o produto de Z tem que ser uma extensdo de N,
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portanto distributivo com relagdo a soma, comutativo e associativo”
(TEIXEIRA, 1993, p. 65). Esse processo conduz as justificativas algébricas
formais, tal como demonstrou Hankel.

A congruéncia semantica pode ser percebida na multiplicacdo dos
relativos principalmente quando estes nUmeros estdo associados ao modelo
comercial. Como uma divida multiplicada por uma outra divida pode se
transformar num ganho? De acordo com Duval, o fenbmeno da congruéncia
semantica exerce um papel importante no interior de um mesmo registro,
mais particularmente, no discurso natural. “Se a formulacdo da questdo é
congruente a formulac¢do das informacdes dadas no enunciado do problema
e se essa formulacdo é também congruente a uma formulacdo possivel da
resposta, esta resposta serd mais rapida do que no caso da nao-
congruéncia” (DUVAL, 2012, p. 104).

Segundo Duval (2012), a ndo-congruéncia semantica se constitui como
uma fonte de dificuldades, para os alunos, independentemente do contetdo

matematico, uma vez que, a

[...] atividade matemadtica pode ser bem sucedida se a sua
apresentacdo e seu desenvolvimento ndo exigirem alguma
transformacdo entre as expressdes de formulagGes ou de
representagdes congruentes e, a mesma tarefa matematica
dada como uma variante que implique uma manipula¢do de
dados ndo congruentes, pode conduzir ao insucesso (DUVAL,
2012, p. 110).

Desse modo, a passagem da frase “o produto de dois nimeros inteiros

é + 10” para a expressdo “(—2) x (—5)” exige uma manipula¢do de dados ndo
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congruentes e uma substitutividade inter-registro, passando da linguagem
natural para a linguagem numérica. Esta passagem exige um custo cognitivo

elevado, o que pode contribuir para um insucesso.



CAPITULO IV
CAMINHOS DA PESQUISA: APLICACAO DA SEQUENCIA DIDATICA E
ANALISE DOS RESULTADOS

Pautados nas reflexdes tedricas apontadas no capitulo anterior e nas
dificuldades encontradas na sala de aula, no que diz respeito ao processo de
ensino aprendizagem dos numeros inteiros relativos, nds elaboramos e
aplicamos uma sequéncia diddtica. Nessa sequéncia, os numeros inteiros
relativos foram abordados pelo “principio de extensdo” proposto por Caraca
(1963), opondo-se ao modelo comercial assim denominado por Glaeser
(1981), levantando-se as situacdes de congruéncia semantica que se
apresentam nesse processo e a sua repercussao no processo de ensino e
aprendizagem. Nosso trabalho caracteriza-se como uma pesquisa
qualitativa, cuja abordagem adotada foi o estudo de caso.

Os numeros inteiros relativos foram introduzidos por meio de
atividades que visaram o ensino desses niumeros, atendendo o “principio de
extensdo”, assim denominado por Caraca (1963). A operacdo de adicdo foi
apresentada como deslocamentos na reta numérica; a multiplicacdo e a
regra de sinais como a Unica que preserva a distributividade a esquerda e a
direita; e, a subtracdo por meio da simplificacdo das expressdes, utilizando
a regra de sinais da multiplicacdo, tornando-a uma adicdo algébrica,
podendo, desse modo, ser resolvida por deslocamentos na reta numérica.
Na nossa sequéncia didatica, buscamos apresentar os numeros negativos

como uma ampliacdo dos naturais, opondo-se ao modelo comercial, no
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sentido de associar o numero negativo a uma perda e o niumero positivo a
um ganho.

No inicio da sequéncia didatica foi dificil conciliar e atuar como
professora titular da turma, pesquisadora e observadora simultaneamente,
mas como o ambiente da sala de aula nos era familiar, em pouco tempo,
estdvamos cumprindo os trés papéis com naturalidade. Encaminhdvamos os
trabalhos com a turma e, na medida em que iamos fazendo os atendimentos
individuais e em grupo, atuando como professora, nosso lado pesquisador e
observador entrava em cena. Apesar do grande desafio que foi atuar nesses
trés papéis, mesmo assim ainda pensdvamos que esta op¢dao seria mais
adequada, do que correr o risco de termos um outro personagem atuando
como professor.

A sequéncia didatica foi dividida em trés etapas que contemplou: as
operacgles de adicao, multiplicacdo e, por ultimo, a subtracdo com nimeros
inteiros; sendo constituida por aulas expositivas dialogadas, trabalhos
individuais e em grupo, pesquisa, exercicios de aprendizagem, troca de
ideias entre alunos, entre alunos e professor a fim de institucionalizar a regra
de sinais para a multiplicacdo de niumeros inteiros relativos. O registro das
observacoes foi realizado por meio da observacdo cuidadosa descrita em
relatdrios, aplicacdo de testes ao final de cada bloco de ensino, e, as

producdes realizadas pelos alunos em classe ou extra classe.
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4.1 Preparando o ambiente para a pesquisa

A nossa sequéncia didatica ocorreu no ano letivo de 2012, em uma
turma de 72 ano, composta por 39 alunos de uma escola da rede municipal
de S3o José, onde fazemos parte do quadro de professores efetivos da escola
desde 2004. Antes da aplicacdo da sequéncia didatica prevista,
apresentamos o conjunto dos niumeros inteiros relativos. Essa apresentacao
aconteceu por intermédio de problematizaces de situagdes em que esses
numeros aparecem, como, por exemplo, na tabela de saldo de gols, nas
temperaturas, no extrato bancario, no nivel do mar.

Por meio da exploracao dessas ideias, propusemos aos alunos que
trouxessem recortes de jornais, de revistas e de livros, ocorrendo, assim, a
formalizacdo da ideia de numero negativo. Entdo, pedimos para que os
alunos desenhassem um termdmetro, do jeito que eles imaginassem. O
resultado foi apresentado a turma, e eles elegeram o desenho do
termOmetro mais completo, que coincidiu com o modelo tradicional de um
termdmetro, com temperaturas positivas acima do zero e negativas abaixo
do zero.

Nesta atividade do desenho do termometro, € interessante ressaltar
gue dos 36 desenhos, 4 desenhos apresentavam somente as temperaturas
positivas e ndo se observou a presenca do zero; 3 desenhos apresentavam
as temperaturas positivas acima do zero e as negativas abaixo de zero, no
entanto, o sinal da temperatura estava colocado depois do numero; 5
desenhos apresentavam as temperaturas negativas abaixo de zero na ordem

correta e as temperaturas positivas acima de zero na ordem inversa; 5
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desenhos apresentavam as temperaturas positivas (sem o sinal +) acima de
zero na ordem correta e as temperaturas abaixo de zero estavam na ordem
certa, contudo, ndo foi registrado o sinal desses nimeros, o que os torna
positivos; 14 desenhos estavam com as temperaturas registradas
corretamente; 2 desenhos apresentaram o termémetro digital; 2 desenhos
apresentaram o termdmetro com as temperaturas positivas e negativas uma
ao lado da outra; 1 desenho apresentou o zero no centro do termémetro,
mas os numeros acima e abaixo do zero eram todos positivos numa ordem
completamente aleatdria. Podemos perceber que dos 36 alunos que
participaram da atividade, 14 ja conseguiam dispor corretamente os
numeros inteiros na sequéncia correta e os outros 22 encontravam-se em
processo de construcdo e de assimilacdo desse novo campo numérico.

Partindo dessa atividade, propusemos aos alunos que este
termometro fosse agora desenhado na posicdo horizontal e, em conjunto
com a turma, apds varios questionamentos sobre como organizar esses
numeros nessa reta, chegou-se a reta numérica dos inteiros relativos,
atentando ao fato que este campo numérico surge da ampliacdo dos
Naturais.

Chamou-nos atencdo que, ao dispor os niumeros na reta, os alunos
destacaram que, primeiramente, deveriamos localizar o zero nesta reta,
para entdo podermos colocar os positivos e os negativos adequadamente.
Nesta fase, realizamos uma atividade entregando para cada aluno um
numero inteiro entre —20 a +20 e explicamos que cada um deveria colocar o

numero que recebeu no corddo que se encontrava esticado horizontalmente
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em frente ao quadro, prendendo-o com um grampo de roupa. E,
acrescentamos dizendo que o corddo com os nuUmeros estaria
representando um termémetro na posicao horizontal.

Primeiramente, a turma percebeu que precisava colocar o zero no
cordao, para entdo poder colocar o +1 a direita do zero e 0 —1 a esquerda do
zero e seguindo a sequéncia, os demais numeros. Quando o corddo estava
completamente preenchido, levamos os alunos a pensarem na continuidade
daqueles numeros dispostos no cordao, e que esses nimeros constituem o
conjunto dos Numeros Inteiros Relativos, representado por Z. Pedimos,
entdo, para que os alunos pesquisassem o significado do simbolo Z para os
numeros inteiros.

Na aula seguinte, a turma apresentou o resultado da pesquisa,
apontando que o conjunto dos numeros inteiros é representado por Z, por
ter se originado da palavra alema zahl, que significa nimero ou algarismo.
Nas aulas seguintes, foram realizados exercicios em duplas, em que foram
propostas atividades de construcdo da reta numérica, localizagao de pontos
na reta numérica, conceito de nimero positivo, negativo, neutro, conjunto
numéricos (Naturais e Inteiros).

O conceito de oposto de um numero inteiro foi trabalhado na reta
numérica como sendo o0 numero que se encontra a mesma distancia do zero,
porém no lado oposto. O mdédulo de um numero inteiro foi apresentado
como o da distancia que esse numero se encontra do zero. E a comparac¢ao
de numeros inteiros foi explorada por meio de situagdes que envolviam

temperaturas.
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4.2 O ensino da operacao de adi¢do de nimeros inteiros
O processo de ensino da adicdo de nimeros inteiros foi conduzido,
principalmente, usando o procedimento de deslocamento sobre a reta
numérica dos inteiros relativos, ndo associando a ideia de um nUmero
positivo a um ganho, nem a ideia de um numero negativo a uma perda.
Demos destaque ao sinal predicativo e ao sinal operatério, a fim de que os
alunos pudessem compreender suas diferencas. Mesmo nao enfatizando a
associagao de um ganho a um nimero positivo e uma perda a um nimero
negativo, estivemos propondo atividades que apresentaram esse tipo de
situacdo para que os alunos pudessem ampliar e construir novos significados
para a adicdo de numeros inteiros relativos percebendo as diferencas entre
sinal predicativo e sinal operatdrio. Os nossos objetivos a serem alcangados
por meio da nossa sequéncia didatica para a adicdo de numeros inteiros
foram:
e compreender os processos usados para a adicao de numeros inteiros
na reta numérica;
e resolver situacdes-problema envolvendo numeros inteiros e, a partir
delas, ampliar e construir novos significados para a adicdo de
numeros inteiros relativos;

e diferenciar os sinais operatdrios dos sinais predicativos.

A fim de atender aos nossos objetivos, este bloco de ensino foi
composto por 8 aulas de 45 minutos, cujo planejamento encontra-se no
apéndice A. A introducdo da adicdo de numeros inteiros aconteceu por meio

de uma problematizacdo. Propusemos a construcdo do desenho de um
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prédio com um andar térreo, nove andares acima do térreo e dois andares
abaixo do térreo, destinados as garagens.

A seguir, juntamente com a turma, cada um desses andares foi
representado por um numero inteiro. O térreo foi numerado por zero, os
andares acima por numeros positivos e as garagens por numeros negativos.
Assim, nds apresentdvamos os deslocamentos nesse prédio e faziamos o
registro, na lousa, desses deslocamentos por meio de expressdes numeéricas
e anotando o ponto de chegada como resultado dessa expressdao, por
exemplo: partindo do térreo, descer 2 andares e, em seguida, subir 1 andar,
foi representado pela expressao: 0 + (—2) + (+ 1) = —1.

Nessas expressoes, destacavamos a diferenca entre o sinal operatdrio
(sinal que aparece fora dos parénteses indicando uma soma de
deslocamentos) e o sinal predicativo (que é o sinal do numero, indicando o
deslocamento para cima como positivo e para baixo como negativo). Depois
de varios deslocamentos neste prédio, propusemos que esse prédio fosse
representado por uma reta numérica, e juntamente com a turma, ficou
estabelecido que os deslocamentos, feitos sobre a reta, para a direita seriam
positivos e os deslocamentos para a esquerda seriam negativos. Deste
modo, juntamente com os alunos, efetudvamos a adi¢ao dos inteiros por
meio de movimentos sobre a reta dos inteiros.

Para envolver ainda mais os alunos, organizamos a turma em quatro
fileiras, deixando o corredor central da sala vazio. Os alunos dispostos nas
fileiras estavam todos voltados para o centro da sala. No corredor, que foi

organizado no centro da sala, colocamos um segmento da reta numérica de
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7 metros de comprimento desenhada numa folha de papel pardo, e,
juntamente com a turma, foi definido que os deslocamentos feitos a direita
seriam considerados positivos e os deslocamentos feitos a esquerda como
negativos.

Entdo, explicamos que, em duplas, eles iriam fazer deslocamentos
sobre essa reta. Um aluno escrevia no quadro uma adi¢ao que representaria
o deslocamento que o colega realizaria sobre a reta colocada no chao da sala
e, ao final, registraria o ponto de chegada como o resultado da adi¢cdo. No
inicio os alunos se mostraram um pouco receosos em participar da atividade,
mas logo tomaram gosto e se prontificaram a participar. As primeiras duplas
propuseram adi¢cdes de no maximo 4 parcelas, enquanto as ultimas duplas
propuseram adicGes com mais de seis parcelas, favorecendo, desta forma, a
um cdlculo mais trabalhoso.

Durante a realizagdo da atividade, a turma se mostrou participativa,
embora a atividade tenha gerado um pouco de barulho, compreensivel, pois
eles estavam conversando sobre as possibilidades de cdlculos que poderiam
ser resolvidos sobre a reta.

Apds a realizacdo dessas atividades que exigiram uma certa
movimentagao, pensamos ser o0 momento de proporcionar momentos de
concentracao e sistematizacdo do que havia sido trabalhado até o momento.
Para isso, organizamos a turma em duplas para resolverem uma lista de
atividades (contemplada no planejamento em anexo), que era composta por
exercicios sobre a adicdo dos inteiros realizados por meio de deslocamentos

sobre a reta numérica. Os alunos sentiram dificuldades para realizar as
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somas que apresentavam numeros com dois algarismos, pois isso os forgava,
de certo modo, a fazer algumas generalizagdes, uma vez que a realizagdo do
deslocamento sobre a reta tornou-se trabalhoso.

Depois da realizagao e da corregao da lista de exercicios, propusemos

a turma o jogo do “tiro ao alvo”?2.

Figura 4 — Disco colorido do jogo “tiro ao alvo”

Fonte: Hillesheim (2013)

Para esta atividade, organizamos a turma em grupos e explicamos as
regras do jogo, explicitando que cada participante do grupo teria o direito
de jogar o milho cinco vezes sobre o disco colorido, montando, assim, a
expressao numérica que determinaria a sua pontuacdo. Cada integrante do
grupo deveria estar atento aos calculos do colega, para que ndao ocorressem
somas incorretas e falsas pontuacGes. Apds a realizacdo dos calculos da

primeira rodada, far-se-ia o mesmo procedimento para a segunda, e, ao

21 Este jogo é similar ao jogo de dardos, no entanto fizemos uma adaptacgdo. O disco colorido
ao invés de ficar na parede fica sobre a carteira na posi¢do horizontal. E, os dardos foram
substituidos por milho de pipoca.
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final, cada equipe somaria a sua pontuacdo geral. Em conjunto com a turma,

decidimos os valores referentes a cada cor do alvo, conforme a tabela??:

Tabela 4 - Tabela das cores do jogo "tiro ao alvo”

Cores Pontos
Azul escuro -5
Laranja -3
Roxo +2
Azul claro +5
Preto +10
Arremesso fora 0

Fonte: Hillesheim (2013)

Na sequéncia, fizemos uma simulacdo, demonstrando para a turma
uma jogada. Por exemplo: 12 arremesso: azul claro; 22 arremesso: roxo; 32
arremesso: preto; 42 arremesso: foi fora e 52 arremesso: azul escuro. Fomos
registrando a adicdo no quadro, que, no final, ficou assim: (+5) + (+2) + (+10)
+ 0+ (-5) = +12. Logo, os pontos feitos, por nds, corresponderam a + 12.

Durante a realizacdo do jogo, fomos prestando esclarecimentos e
ajudando os grupos nos calculos. Na resolucdo dos calculos, alguns alunos
sentiram a necessidade de fazer o desenho da reta numeérica para auxilia-los

nas adi¢des. Outros, porém, conseguiram efetuar os calculos sem o auxilio

22 Este disco mede aproximadamente 20 cm de didmetro.
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da reta numérica, efetuaram os calculos mentalmente imaginando os
deslocamentos sobre a reta. Podemos perceber, entdo, que alguns alunos ja
se encontravam no caminho das abstragdes, enquanto outros ainda estavam
em processo de construcgao.

Apods a finalizacdo do jogo, questionamos a turma sobre as estratégias
que eles utilizaram para realizar os calculos na execugao do jogo. Alguns
alunos responderam que se apoiaram nos deslocamentos sobre a reta
numeérica. Outros responderam que fizeram os célculos de “cabec¢a”, quer
dizer, mentalmente. Nessa conversa, tentavamos extrair algumas
generaliza¢Oes a respeito da regra de sinais, no entanto, eles se mostravam
ainda imaturos.

Entdo, sugerimos algumas adicdes de numeros inteiros que
apresentavam sinais iguais e outras com sinais diferentes no quadro e
perguntadvamos: vocés conseguem perceber alguma caracteristica em
comum nesses calculos? Eles responderam, baseados nos deslocamentos
sobre a reta, por exemplo, (+4) + (=7) = —3, pois, partindo do mais quatro,
faremos um deslocamento de 7 unidades para a esquerda e chegaremos no
—3. Em nenhum momento, falaram que se os sinais fossem diferentes
deveriamos diminuir e conservar o sinal do nimero maior em maddulo.
Tentdvamos induzi-los a fazer generaliza¢Ges, mas, naquele momento, nao
obtivemos éxito. Embora tivéssemos percebido que, quando os alunos
falaram que efetuaram os calculos “de cabeca”, ja apontava para um
processo de generalizacdes, mesmo assim, ainda ndo foi possivel

externalizar esse pensamento.
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Prosseguindo com a sequéncia didatica, propusemos aos alunos a
resolucao de atividades escritas com exercicios que envolviam a adicdo de
numeros inteiros nos mais variados contextos. Dentre as questdes da
segunda lista desse bloco, os alunos apresentaram dificuldades para resolver
as seguintes questoes.

A primeira questdao foi referente a formagao de uma sequéncia
numérica, que dizia assim: “Observe as sequéncias de numeros: a) 12, 7, 2,
-3, =8, —13, ... Como essa sequéncia foi formada? b) -7, -3, +1, +5, +9,
+13, ... Como essa sequéncia foi formada?” Os alunos ndo conseguiram
perceber, na sequéncia, o ordenamento pelo qual elas se formavam. Entao,
durante a resolugao das atividades, atendemos ao chamado das duplas que
solicitavam nossa ajuda na resolucdo da questdo e problematizdvamos ainda
mais perguntando: nessa sequéncia, o que aconteceu para que, partindo do
12, o préximo numero seja o 7? E partindo do 7, o proximo ser o 2? Nessa
forma de fazer a pergunta, o aluno quase que instantaneamente respondia
qgue foi diminuindo 5. Uma aluna respondeu, baseada nos deslocamentos
sobre a reta, dizendo que “andou 5 para a esquerda”. Assim, nds fomos
esclarecendo as duvidas em relagdo ao item a, e os alunos
consequentemente resolviam o item b sozinhos.

Outra questdo em que os alunos apresentaram dificuldades para
resolver foi a questdo que apresentava os deslocamentos sobre a reta
numeérica e pedia para que eles escrevessem uma expressao numérica que

representasse esses deslocamentos.
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Figura 5 - Item a da quarta questdo da sequnda lista de atividades
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Fonte: Hillesheim (2013)

Os alunos confundiam o numero de chegada da seta com o
deslocamento proposto. Assim, eles escreviam a expressao (—4) + (—1) + (-5)
para representar os movimentos sobre a reta que deveria ser (—4) + (+3) +
(—4) = 5.

Entdo, enquanto prestdvamos assisténcia as duplas, chamamos a
atencdo dos alunos para que eles percebessem que aquele ponto de
chegada representaria o resultado da operagao e nao o seu deslocamento.
Relembramos a atividade realizada na sala, em que eles andaram sobre o
segmento da reta numérica desenhada no chdo, os nimeros da expressao
representavam os deslocamentos que deveriam ser realizados e o ponto de
chegada representaria o resultado da operacao.

Desse modo prosseguimos indagando os grupos: Onde é o ponto de
partida? O deslocamento foi para a direita ou para a esquerda? Quantas
casas? Depois, deslocou-se novamente? Para onde? Quantas casas? Assim,
o grupo, a medida que respondia as nossas perguntas, registrava a expressao
e, no final, anotava o resultado.

Nessa mesma lista de atividades, propusemos também expressées
numéricas, envolvendo nimeros inteiros com dois ou mais algarismos. E

guando realizamos a correcao dessas expressdes, promovemos um debate



Regras dos sinais: saga e implicacdes didaticas 105

em que os alunos expuseram a sua maneira de resolver os calculos. Entdo,
alguns alunos colocaram que se basearam nos deslocamentos sobre a reta
para efetuar os calculos. Outros disseram que fizeram o calculo
mentalmente, imaginando os deslocamentos.

Neste momento, aproveitamos algumas adi¢Ges da lista para destacar
a adicdo de numeros com sinais iguais, e a adicdo de numeros com sinais
diferentes. E, partindo dessas adicdes e seus respectivos resultados,
perguntamos a classe: o que acontece quando eu adiciono nimeros com
sinais diferentes? Por exemplo: (—10) + (+15) = +5 e (-15) + (+13) = -2 Eu
somo ou diminuo esses numeros? E o resultado, por que, as vezes, é positivo
e, as vezes, é negativo? E quando eu adiciono nUmeros com sinais iguais, por
exemplo: (-1) + (-3) = —4 e (+4) + (+2) = +6, 0 que acontece? Eu somo ou
diminuo esses numeros? E o sinal, o que acontece com eles?

Foi interessante que, partindo dessa problemdtica, os alunos
comecaram a perceber algumas regularidades, dizendo que quando os sinais
sao diferentes os valores dos nimeros sdo subtraidos. E ao serem indagados
a respeito dos sinais, argumentaram dizendo que seria o do numero maior,
pois o deslocamento estaria sobre aquele lado da reta. Mas nods
retrucdvamos perguntando: o (—15) é maior que o (+13)? Entdo, eles
colocaram que deveria desconsiderar o sinal e complementamos com a ideia
de maodulo.

Com relagdo a adicdo de numeros com sinais iguais, prontamente
perceberam que ocorreu uma soma dos valores permanecendo o mesmo

sinal, argumentando que se estdo do lado negativo e continuam para a
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esquerda chegardo num valor negativo. Desse modo, nesse momento, ja foi
possivel fazer algumas generalizacdes, mesmo que em fase inicial. Ja
percebemos que alguns alunos nao precisavam mais desenhar a reta
numeérica e fazer deslocamentos para realizarem uma adicdo de nimeros
relativos, outros, porém, ainda se encontravam em processo de abstracdo.

Apds a realizacdo desse debate e da correcdo das atividades,
propusemos a Ultima lista de atividades desse bloco. Essa lista era
constituida por exercicios que envolviam deslocamentos sobre a reta,
situagdes problemas, envolvendo temperaturas e piramides. Contudo, os
alunos apresentaram dificuldades especialmente em duas questdes. Uma
delas pedia para completar o quadrado magico de modo que as somas nas

linhas verticais, horizontais e diagonais fossem todas iguais.

Figura 6 - Quadro mdgico proposto aos alunos

2 -2

—4

Fonte: Hillesheim (2013)

Os alunos sentiram dificuldades para encontrar o nuimero que
completaria a linha, coluna ou diagonal que completasse a soma requerida.
Entdo, fomos prestando assisténcia aos grupos mostrando e explicando por
meio da reta numérica, que, por exemplo, se a soma deveria ser -3, e em
uma das colunas a soma dos dois niumeros era —6, perguntavamos ao grupo:

Qual devera ser o deslocamento sobre a reta para que se chegue no —3?
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Com isso, os alunos perceberam que precisavam fazer um deslocamento de
3 casas para a direita, o que resultaria no +3, nimero este que completaria
a coluna indicada. Assim, o grupo foi compreendendo e seguiu completando
o quadrado magico.

A outra questdo dizia respeito ao contexto de movimento bancario,
vejamos:

Dona Judite foi ao banco e verificou a movimentagdo de sua conta
corrente:

Tabela 5 - Tabela apresentada aos alunos durante a atividade

Data Descrigao Valor Saldo
21/04 Depdsito +RS 120,00 +RS 165,00
23/04 Cheque debitado — RS 87,00

02/05 Saque — RS 65,00

05/05 Depésito +R$ 415,00

12/05 Saque —R$ 390,00

Fonte: Hillesheim (2013)

De acordo com a tabela, responda: a) Qual era o saldo ao final do dia
23/04? b) Qual era o saldo anterior ao depdsito de RS 120,007 c) Em quais
dias o saldo ficou negativo? O que isso representa? d) Em quais dias o saldo
ficou positivo? O que isso representa?

As duvidas levantadas pelos grupos estavam diretamente relacionadas
aos termos contdbeis que foram apresentados na questdo, por exemplo,

depdsito, cheque debitado, saldo, saque. Estes termos se mostraram
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desconhecidos pelo grupo, o que acabou criando barreiras para a realizacao
da questdo. Na medida que os grupos foram esclarecendo as suas duvidas
referentes aos termos, foram conseguindo realizar as operagdes necessarias

para resolverem a questdo.

4.3 Aplicacao do teste da adigao e analise dos resultados

Ao final das atividades propostas no bloco da adicdo, aplicamos um
teste com a turma a fim de analisar o nivel de compreensao desses alunos.
Realizamos, também, uma andlise das situa¢des de ensino em que a ideia de
congruéncia semantica se destaca e suas implicagdes no processo de ensino
e aprendizagem. Esse teste encontra-se no apéndice B.

Para a realizacdo deste teste, os alunos utilizaram o tempo de uma
aula (45 minutos), estando presentes 36 dos 39 alunos que compdem a
turma. O teste foi realizado individualmente. A primeira questdo do teste

solicitava que eles completassem a trilha conforme a indicagao das setas:

C—> adicione —3 (horizontal)
ﬂ adicione + 3 (vertical)

enBe i
I

HeO=0O

Em que numero vocé chegou?
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De todos os alunos pesquisados apenas um deixou a questdo em
branco. Quinze alunos completaram a trilha corretamente, seis acertaram a
questdo parcialmente, e, quatorze alunos erraram completamente os
calculos. Podemos observar que esta questdo exigia, além do dominio da
adicdo de numeros inteiros, uma atencdo especial para a posicdo da seta,
gue ora adicionava (+3) e ora adicionava (—3). Isto pode ter influenciado nos
resultados, pois os alunos teriam que atender a dois comandos ao mesmo
tempo; prestar atencdo na posicdo da seta e realizar a operacao.

Na segunda questao, foi solicitado que os alunos resolvessem quatro
adicdes com numeros inteiros: duas adi¢des de numeros com sinais iguais e
duas adi¢cbes de numeros inteiros com sinais diferentes. Em seguida,
deveriam elaborar justificativas para as resolugdes. A primeira adi¢ao +12 +
(-5) foi respondida de modo correto por 28 alunos, incorretamente por 7 e,
ainda, 1 aluno deixou em branco. Entre as justificativas apresentadas pelos
alunos que resolveram de forma correta este item, identificamos quatro
categorias. Nas justificativas mais frequentes, 19 alunos apontaram a ideia

de deslocamentos sobre a reta numérica. Vejamos alguns exemplos:

Figura 7 - Justificativa apresentada pelo aluno 03

Justificativa
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Fonte: Hillesheim (2013)
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Figura 8 - Justificativa apresentada pelo aluno 18
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Fonte: Hillesheim (2013)

Um grupo de seis alunos apresentou como justificativa o fato de ter
somado/diminuido os numeros. Dois alunos apresentaram justificativas
aleatérias. Um aluno apresentou como justificativa o modelo comercial

(ganho/ perda), vejamos:

Figura 9 - Justificativa apresentada pelo aluno 07

Fiedh® +12 csoro Jusd 6 ra
QRSO0 QuarnXd Trednd =3

Fonte: Hillesheim (2013)

E importante destacar que este aluno (07) ja cursou esta mesma série
no ano letivo de 2011. Mesmo que este tipo de situacdo ndo tenha sido
evidenciado na sequéncia didatica deste ano, o aluno ainda recorre a
situagbes de ensino vivenciadas em anos anteriores. Neste sentido,
podemos destacar as palavras de Coquin-Viennot (1985) quando ela nos
coloca que este modelo comercial que ¢é utilizado para facilitar a
compreensao das propriedades aditivas “[...] se instala definitivamente no
espirito do aluno, ndo mais como um modelo, mas como uma concepgdo dos

relativos” (1985, p. 184, grifos do autor).
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Parece que esta ideia ficou tdo fortemente consolidada, que nem
mesmo a sequéncia didatica, apresentando a adicdo dos relativos por meio
de movimentos na reta numérica, foi capaz de abald-la. Foi interessante
perceber que entre as respostas incorretas, dois alunos utilizaram como
justificativa os deslocamentos sobre a reta numérica.

A segunda adicdo desta questdo correspondia a soma de dois nimeros
positivos: (+8) + (+9). Do total dos sujeitos, 26 resolveram de modo correto;
7 erraram e 3 deixaram em branco. Podemos observar que, apesar de ser
uma adicdo de dois nimeros positivos, a quantidade de acertos diminuiu
referente a adicdo de um nimero positivo e um nimero negativo, elencados
anteriormente.

Com relagcdo as justificativas apresentadas pelos 26 alunos que
acertaram, 16 citaram movimentos sobre a reta numérica; 6 elencaram a
acdo de somar/diminuir; 3 apresentaram justificativas aleatérias e um
utilizou o modelo comercial, todos seguindo o padrdao como os apresentados
no primeiro item da questao.

O terceiro item apresentou a soma de um nimero negativo com um
numero positivo (—17) + (+3) que foi respondida corretamente por 26
alunos; 9 alunos erraram e 1 deixou em branco. Nas justificativas
apresentadas pelos alunos que acertaram a questao, as categorias elencadas
anteriormente se mantém, dentre elas 19 alunos citaram os deslocamentos
sobre a reta numérica; 2 utilizaram o modelo comercial; 2 empregaram a

ideia de somar/subtrair; 2 empregaram uma justificativa aleatdria e 1 ndo
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justificou. Merece ser mencionado que os dois alunos que utilizaram o
modelo comercial como justificativa ja cursaram esta série no ano anterior.

O ultimo item correspondia a uma soma de dois nimeros negativos
(—8) + (— 5). Do total de alunos que participaram deste teste, 27 resolveram
corretamente; 7 erraram e 2 nao responderam. No conjunto das
justificativas apresentadas para as respostas corretas, foram percebidas 3
justificativas que alegaram ter somado os niumeros, pois eles apresentavam
sinais iguais. Neste caso, notamos um pequeno grupo comecando a fazer

generalizagOes.

Na medida em que se abstrai das diferentes associagGes de
numeros positivos e negativos, um invariante, expresso na ideia
de operador aditivo que produz transformagdes de acordo com
os elementos em jogo, é possivel chegar as generalizagOes
expressas nas regras da adigdo: sinais iguais somam-se e
conservam-se os sinais; sinais diferentes ou opostos subtraem-
se e conserva-se o sinal do de mddulo maior (TEIXEIRA, 1993,
p. 64).

Acreditamos que estas generaliza¢Ges, tenham sido construidas por
meio da descoberta das relacGes de regularidades apresentadas nos varios
deslocamentos realizados sobre a reta numérica.

As demais justificativas seguiram dentro do padrao das apresentadas
nos itens anteriores, 17 se pautaram nos deslocamentos sobre a reta
numeérica; 2 utilizaram o modelo comercial; 3 empregaram a ideia de
somar/diminuir ndo referenciando os sinais; lbaseou-se num modelo

aleatério e 1 ndo apresentou justificativa.
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Foi possivel perceber que, em nenhum dos casos apresentados, nos
qguatro itens desta questdo, os alunos fizeram alusdo a uma regra de sinais
pré-estabelecida, mesmo aquelas justificativas das respostas incorretas.
Acreditamos ter contribuido de alguma forma para a compreensdo da
operacdo da adicdo de numeros inteiros de maneira mais significativa, ao
optar pelo ensino dos nimeros inteiros ndo enfatizando o modelo comercial
e conduzindo o processo de ensino atendendo ao “principio de extensao”.

Na terceira questdo deste teste, retirada do livro didatico de
matemadtica do Projeto Arariba (2006, p. 28), foi solicitado aos alunos que
eles lessem e respondessem as questdes: “Um caracol pretendia chegar ao
topo de um muro; no entanto, subia alguns centimetros e escorregava
outros”. O primeiro item da questdo, apresentava a seguinte situacdo:
“Certa vez ele subiu 8 cm e escorregou 6 cm. Houve avango ou retrocesso?
De quanto?”.

Esta questdo foi respondida corretamente por 15 alunos, os quais
alegaram que houve um avango de dois centimetros; parcialmente correta
por 10 alunos e 11 n3do responderam corretamente. Dentre os alunos que
acertaram parcialmente, pode ser percebido uma certa confusao entre os

termos avango e retrocesso. Vejamos um exemplo:

Figura 10 - Resposta apresentada pelo aluno 35

o) Ceta ygz el ubi §,em e csiomsgou 6 em. Howe vngo 0 refooessol De
Quanf

Fonte: Hillesheim (2013)
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Este aluno, apesar de ter realizado corretamente os deslocamentos
necessarios, chegando ao resultado +2, associou esta posicdo final a um
retrocesso e ndo a um avan¢o como indica o sinal de positivo.

Dentre os alunos que ndo responderam corretamente, podemos
perceber que eles se prenderam ao fato do caracol ter escorregado seis, nao
levando em consideracdo o primeiro deslocamento de subir oito

centimetros. Vejamos um caso:

Figura 11 - Resposta apresentada pelo aluno 01

a) Certa vez ele subiu § Cjn‘ e escorregou 6 om. Houve avango ou retrocesso? De

o (g (ot 6 om

Fonte: Hillesheim (2013)

O segundo item desta questdo apresentava a seguinte situacdo: “Jaem
outra ocasiao, ele subiu 9 cm, escorregou 15 cm e subiu 4 cm. Houve avango
ou retrocesso? De quanto?” Neste item, encontramos 10 respostas corretas,
identificando que houve um retrocesso de —2; parcialmente correta 10; 15
alunos ndo responderam corretamente e 1 ndo respondeu a questao.

Dentre as respostas parcialmente corretas, podemos destacar dois
grupos de respostas: retrocesso de 2, sem colocar o sinal, o que o torna um
numero positivo; e avango de —2, que indica que houve uma movimentacao
correta sobre a reta numeérica, porém nota-se uma confusdo entre os termos
avanco e retrocesso. Em meio as respostas incorretas, podemos notar que

os alunos ficaram presos as movimentacdes realizadas pelo caracol,



Regras dos sinais: saga e implicac@es didaticas 115

indicando que houve avancos e retrocessos e ndo consideraram o balanco

final das movimentacgdes realizadas por ele. Vejamos alguns exemplos:

Figura 12 - Resposta apresentada pelo aluno 12

b) J4 em outra ocasido, el subiu 9 cm, escorregou 15 cm ¢ subiu 4 cm, Houve avango ou

retrocesso? De quanto? s emes s s ol l5 L onorfe ol of

Fonte: Hillesheim (2013)

Figura 13 - Resposta apresentada pelo aluno 10

b) Ja em outra ocasido e subu 9 ¢, escomegou 15 om ¢ subiu 4 cm, Houve avango ou
tefrocesso? De quanto? i 6 6% g Q¢ e .

1

Fonte: Hillesheim (2013)

Em ambos os casos apresentados, os alunos ndao consideraram o
conjunto de movimentos realizados pelo caracol, apenas consideraram
alguns desses movimentos. E, de um modo geral, classificaram estes
movimentos adequadamente, conforme aparece na questdo, associando os
termos escorregou a um retrocesso e subir a um avango.

No terceiro topico da questdo trés, foi solicitado aos alunos que eles
representassem, por meio da reta dos inteiros, os movimentos feitos pelo
caracol no primeiro item. Dentre os desenhos apresentados como respostas
a esta alternativa, 24 estavam corretos; 1 parcialmente correto e 11 estavam

incorretos.
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A resposta parcialmente correta apresentou os movimentos
adequadamente, no entanto os nimeros positivos estavam a esquerda do
zero e 0s negativos a direita do zero. Nas respostas incorretas, percebemos
dois tipos de situacdo: o desenho da reta foi realizado com sucesso, no
entanto ndo houve o registro das movimentagdes.

Outra situacdo esta fortemente ligada a ndo congruéncia semantica
entre os movimentos realizados pelo caracol e o seu registro na reta

numeérica, observemos um exemplo:
Figura 14 - Resposta apresentada pelo aluno 24

¢) Represente, por meio dy reta dos in_t_eir

e g R ¢ P

Fonte: Hillesheim (2013)

imentos feitos por ele no item a.

No momento em que o aluno faz a conversao da linguagem natural,
“subiu 8 cm e escorregou 6” para o registro geométrico, a congruéncia
semantica conduz a associa¢do do (+8) ao (—6). No entanto, a equivaléncia
referencial indica que, partindo do +8, devemos voltar seis. Neste caso, de
acordo com Duval (1993), a congruéncia semantica destaca-se da
equivaléncia referencial e o sucesso da resposta, para esta questdo,
depende da equivaléncia referencial.

No ultimo item desta questdo, os alunos deveriam representar, por
meio da reta dos inteiros, os movimentos feitos pelo caracol no segundo

item da questdo. Do total dos alunos que participaram do teste, 23 fizeram
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de forma correta; 10 incorretos e 3 deixaram a questdo em branco. A maior
parte dos desenhos incorretos, neste item, estavam relacionados a

contagem inadequada dos movimentos, vejamos:

Figura 15 - Resposta apresentada pelo aluno 31

) Represente, por meio da reta dos inteiros, 05 movimentos fitos por ele no item b,

s —
i f
I 72 77 JE g é *—4“0 “/ ‘@M ’;EAtZO%ép;S; i

Fonte: Hillesheim (2013)

Neste desenho, assim como em outros que foram apresentados neste
item, o aluno contou 15 marcacgdes e ndo 15 intervalos, o que fez com que
ele chegasse no —5 e ndo no —6. No entanto, o préximo movimento foi
realizado com sucesso, porém como este dependia do movimento anterior,
chegou-se ao resultado final incorreto. Nos outros casos de respostas
incorretas, repetiu-se o caso do item anterior, os alunos fizeram o desenho
da reta numérica corretamente, contudo ndo houve anotacdo dos
deslocamentos.

Na quarta questdo deste teste, foi solicitado que os alunos
resolvessem a seguinte situacdo problema: “Pedro estd jogando bolinhas de
gude. Na primeira partida perde seis. Joga uma segunda partida. Depois
dessas duas partidas, ele nem perdeu, nem ganhou. O que aconteceu na
segunda partida?” Como resposta a esta situacdo, 18 alunos obtiveram

éxito; 2 disseram que “ele parou de jogar”, 4 alunos apontaram que “ele
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perdeu bolinhas”, 4 deixaram a questdo em branco e 8 alunos apresentaram
respostas variadas como, por exemplo: “ ndo ganhou nem perdeu bolinhas”,
“continua com a mesma percentagem de bolinhas”, “—6 + (0) = 0”, entre
outras.

Nesta questdo, podemos perceber como o fato da ndo congruéncia
semantica entre a expressao discursiva e a escrita da expressdao matematica
correspondente contribui para um elevado indice de insucessos,
confirmando-se as previsGes de Duval (2012). Se a mesma situacdo fosse
apresentada de uma outra forma, na qual houvesse uma congruéncia
semantica certamente o indice de acertos teria sido maior.

Na ultima questdo do teste foi proposta a seguinte situagdao: Maria
resolveu fazer bombons para vender. Foi entdo a uma dogaria para fazer o

levantamento do custo da matéria prima.

Material Gastos
Leite condensado RS 18,00
Chocolate RS 27,00
Formas para bombons RS 6,00
Embalagens RS 8,00

No primeiro item da questdao foi colocado que: “Maria pensou em
pedir RS 50,00 emprestado de sua mde para comprar o material. Esse
dinheiro seria suficiente? Por qué?” Este item foi respondido corretamente
por 21 alunos, eles justificaram que o dinheiro nao seria suficiente, pois os

gastos seriam de 59 reais, ultrapassando o valor previsto. Do total de alunos,
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11 responderam parcialmente correto, 3 ndo responderam corretamente e
1 n3do respondeu a questdo. Dos 11 alunos que acertaram parcialmente,
todos alegaram que o dinheiro ndo seria suficiente, no entanto ao
apresentarem suas justificativas percebemos que eles erraram nos calculos,

vejamos:

Figura 16 - Resposta apresentada pelo aluno 31

4) Maria pensou em pedir RS 50,00 emprestado de sua mée para comprar 0 material, Esse
dmhelro seria suficiente? Por qué? (0 o Z whiza NLO  Biiio

50°nf /.

Fonte: Hillesheim (2013)

Nesta resposta, assim como nas demais que acertaram parcialmente,
houve um equivoco nos célculos aritméticos. Apesar de o cdlculo poder ser
realizado, utilizando-se somente nimeros naturais, mesmo assim ainda
houve uma elevada taxa de erros. Dentre os alunos que nao responderam
corretamente, todos justificaram que o dinheiro seria suficiente para cobrir

as despesas, vejamos:

Figura 17 - Resposta apresentada pelo aluno 06

a) Maria penso ¢ pedir RS 50,00 emprestado de sua mii&ara comprar 0 mate1rial. Esse
dinheiro seria suficiente? Por qué? % VMR Moy

M}) (l/) I\Wl

Fonte: Hillesheim (2013)
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Neste caso, assim como nos casos que acertaram parcialmente, houve
problemas na resolucdo da adicdo dos valores da matéria prima.

No segundo item desta questado, foi proposta a seguinte situagdo: “Se
Maria conseguisse comprar o material descrito acima e produzisse 150
bombons com ele. Se ela vendesse cada bombom por RS 2,00, teria lucro ou
prejuizo? De quanto?” Do total dos alunos que realizaram o teste, apenas 6
responderam corretamente a questdo; 16 acertaram parcialmente; 8
erraram e 6 nao responderam.

Dentre os 16 que acertaram parcialmente, todos responderam que
teria lucro, mas os valores do lucro variavam a cada resposta. Alguns
consideraram lucro de 300 reais, sem descontar o valor dos produtos
comprados. Outros descontaram as despesas, porém esses calculos ndo
foram realizados corretamente. Entre os alunos que erraram este item,
encontramos justificativas de que haveria prejuizo, apresentando diferentes
valores a cada resposta.

Analisando de uma maneira geral os resultados apresentados por este
teste podemos observar que os numeros relativos ndo sdao mais tratados
como numeros naturais. Por meio da questdo 3 do teste, percebemos que
os alunos ja unificaram a reta numérica, e, a adicdo de niumeros relativos,
guando apresentada através de uma expressdao numérica, como na questdo
2, obteve um indice maior de acertos do que quando apresentada por meio

de situacOes problemas, como na quest3do trés.
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4.4 O ensino da operagdao de multiplicagdo de nimeros inteiros e a regra
de sinais

A multiplicacdo de numeros inteiros relativos foi apresentada
baseando-nos no Teorema de Hankel, que tem por base a ideia de extensao
da propriedade distributiva dos nimeros positivos para o caso dos nimeros
negativos. Estivemos também pautados no resultado apresentado na
pesquisa realizada por Pontes (2010), apresentando a multiplicacdo dos
numeros inteiros numa abordagem aritmética vislumbrando possiveis
generalizacOes. Para a realizacdo e aplicacdo das atividades deste bloco de
ensino, utilizou-se sete aulas de 45 minutos. O planejamento detalhado
deste bloco de ensino encontra-se no apéndice C.

Os objetivos que direcionaram o nosso trabalho no processo de ensino
e aprendizagem da multiplicacdo dos nimeros inteiros foram:

e compreender os processos usados para a multiplicacdo de numeros
inteiros aplicando a ideia de extensdo da propriedade distributiva
dos numeros positivos para o caso dos nimeros negativos;

e resolver situacdes-problema envolvendo numeros inteiros e, a partir
delas, ampliar e construir novos significados para a multiplicacdo
desses numeros;

e resolver expressdes numeéricas envolvendo adicao e multiplicacdo de

numeros inteiros.

A apresentacdo da operacao da multiplicacdo dos relativos e da regra
de sinais aconteceu por meio de problematizacdes com o intermédio de um

debate caloroso. Iniciamos a aula resolvendo no quadro algumas adicGes
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com numeros inteiros relativos por meio de deslocamentos sobre a reta dos
numeros inteiros relativos. A seguir, sugerimos algumas multiplicacdes.
Primeiramente, uma multiplicagdo de dois numeros positivos e
perguntdvamos para a classe: como essa multiplicacdo pode ser
representada por meio de uma adi¢do?

No caso, a multiplicacdo era (+2) x (+3) e a turma, com a nossa ajuda,
sugeriu que fosse (+3) + (+3) que resultaria +6, pois teriamos, partindo do
zero, fazendo dois deslocamentos de +3. Logo, nds apontavamos que, entdo,
o resultado de (+2) x (+3) também seria +6. Depois, colocamos no quadro
uma multiplicacdo de um nimero positivo por um nidmero negativo, a saber,
(+2) x (—3) e questionamos a turma sobre como poderiamos representar
aquela multiplicacdo através de uma adi¢do. A turma prontamente sugeriu
que fosse (—3) + (—3) que resultaria e —6, pois teriamos, partindo do zero,
dois deslocamentos de —3 sobre a reta. E colocavamos, entdo, que o
resultado de (+2) x (—3), também, deveria ser —6.

A seguir, escrevemos no quadro uma multiplicacdo de um numero
negativo por um numero positivo: (—2) x (+4) e perguntamos para a turma
de que modo poderiamos representar essa multiplicacdo por meio de uma
adicdo. Num primeiro momento, os alunos disseram que poderia ser (+4) +
(+4), entdo interferimos, colocando que é o nimero positivo que determina
a quantidade de vezes que a parcela precisa ser somada.

Nesse caso, poderiamos escrever a multiplicagdo (—2) x (+4) como (+
4) x (—2), usando a propriedade comutativa da multiplicagcdo. Assim, a turma

logo apontou que a multiplicagdo poderia ser representada por (—2) + (-2) +
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(—=2) + (—=2) que teria —8 como resultado. Entdo, ressaltdvamos que (+4) x
(—2), também, seria —8. A seguir, escrevemos na lousa as seguintes

multiplicagdes:

#3 x (+4) =
#2 x (+4) =
#1 x (+4) =
0 x (+4) =
1 x (+4) =
2 x (+4) =
3 x (+4) =

E, juntamente, com a turma, fomos resolvendo as multiplicacdes. A
turma foi dizendo os resultados naturalmente. Depois, pedimos para que os
alunos analisassem o0s numeros dispostos na primeira coluna, e
perguntamos: Como estdo dispostos estes nimeros? A classe respondeu
gue eles estavam em ordem decrescente. Depois, pedimos para que eles
analisassem os numeros da segunda coluna. A turma colocou que os
numeros eram os mesmos. E, finalmente, pedimos para que eles
analisassem os numeros dispostos na terceira coluna. Prontamente, a turma
percebeu que os nimeros formavam uma sequéncia que estava diminuindo
sempre 4.

Entdo, nds e a classe, fizemos uma sistematizacdo a respeito da

multiplicacdo de dois numeros positivos e de um ndimero positivo por um
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numero negativo. Obtivemos éxito, pois a turma logo conclui que na
multiplicagdo de dois numeros positivos o resultado seria positivo, e na
multiplicacdo de um ndmero positivo por um numero negativo, o resultado
seria negativo. Nesse momento, langamos a pergunta: E qual serd o
resultado da multiplicacdo de dois nimeros negativos? A turma fica em
siléncio. Nada de argumentacdes. Depois surgem algumas sugestdes:
positivo, outro disse negativo. Mas, nada que fosse uma posicdo firme.

Entdo, nds anotamos na lousa as seguintes multiplicacGes:

#3 x (4) =
¥2 x (4) =
1 x (4) =
0 x (4) =
1 x (4) =
2 x (4) =
3 x (4) =

A turma foi respondendo na medida que foi sendo indagada, quando
chegou a multiplicacdo (—1) x (—4), fizemos uma pausa para analisarmos a
sequéncia que estava sendo formada pelos resultados. E a turma percebeu
gue estava aumentado 4 unidades. Entdao, perguntamos para a classe: para
continuar essa sequéncia, qual devera ser o resultado da multiplicacdo (—1)
x (—4)? Eles responderam dizendo que deveria ser o +4, pois o numero

anterior foi o zero, e, zero + 4 é +4.
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E, assim, concluiram as multiplicacdes. Mas, problematizamos um
pouco mais, propomos a seguinte multiplicagdo: (1 — 4) x (-5 + 1) e
perguntamos a turma como poderia ser resolvida esta expressdao. Um aluno
levantou a possibilidade de resolver os parénteses, chegando a
multiplicacdo (—3) x (—4) que deveria, pela sequéncia anterior, resultar em
+12. Depois, sugerimos que fosse resolvido apenas os dois primeiros
parénteses, chegando a multiplicacdo (—3) x (-5 + 1) que resultaria em —3 x
(=5) =3 x (+1) = +15 — 3 = +12. Por ultimo, sugerimos que fosse resolvido
apenas os dois ultimos parénteses, chegando a multiplicacdo (1 — 4) x (-4)
que resultariaem 1x (—4) -4 x (—4) = -4 + 16 = +12.

Neste momento, interrogamos a turma sobre os resultados
encontrados para as trés maneiras diferentes de resolvermos a
multiplicacdo, e os alunos colocaram que de todas as formas o resultado
permaneceu sempre o mesmo. Mas, nds continuamos problematizando:
Mas, se adotarmos que — x — = —, sera que isso também vai acontecer?

Entdo, fizemos no quadro, ao lado do célculo realizado anteriormente,
0s mesmos célculos, porém adotando — x — = —. Primeiramente, resolvendo
os parénteses, chegando a (—3) x (—4) = —12. A seguir, resolvendo o primeiro
parénteses, chegandoa (—3) x (-5+1)=-3 x (-5) -3 x (+1) =-15-3 =-18.
Para finalizar, resolvendo o segundo parénteses, temos (1 —4) x (—4) =1 x
(—4) — 4 x (—4) = -4 —16 = -20. Concluidos os célculos, perguntamos a classe
a respeito dos resultados encontrados nas trés maneiras diferentes de
resolver a multiplicacdo adotando a possibilidade de — x — = —, e a turma

observou que os resultados foram todos diferentes, logo concluiram que
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essa regra nao pode ser vélida. Finalizando o debate, néds, juntamente com
a turma, fizemos a sistematizacado da regra de sinais para a multiplicacdo de
numeros inteiros relativos e registramos as seguintes conclusdes:
e Na multiplicagao de dois numeros positivos, o resultado devera ser
positivo.
e Na multiplicacdo de um numero positivo por um nimero negativo, o
resultado devera ser negativo.
e Na multiplicagdo de dois niumeros negativos, o resultado devera ser
positivo.

Por meio da nossa observacdo, cuidadosa, das reacoes apresentadas
pelos alunos, podemos perceber que, embora os alunos tenham
compreendido a necessidade de — x — ser +, por meio do que foi feito
aplicando-se a propriedade distributiva da multiplicacdo com relacdo a
adicdo, a receptividade dos alunos ndo foi muito boa, devido ao seu teor
genérico e abstrato. A receptividade dos alunos a apresentacdo da regra de
sinais por meio da construcdo da sequéncia foi melhor recebida, percebida
e compreendida pelos alunos. Talvez, se tivéssemos abordado a propriedade
distributiva da multiplicacdo com relacdo a adicdao de uma outra forma, a
reacao dos alunos tivesse sido diferente, mas isso ja é tema para futuras
pesquisas.

Prosseguindo com a sequéncia didatica, propusemos a turma um jogo
de domind, envolvendo a multiplicacdo de inteiros. Organizamos a turma
em grupos com 4 alunos, e explicamos que as regras do jogo obedeceriam

as regras do dominé tradicional, porém as pedras eram compostas por
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perguntas e respostas que deveriam ser colocadas numa sequéncia unindo-
se a cada pergunta a pedra correspondente a sua resposta, ou a cada
resposta uma questdo que a representasse. Durante o desenvolvimento do
jogo, percebemos que muitos alunos apresentavam dificuldades para
multiplicar os niumeros, ndo com relagdo aos sinais, mas com relacdo a
multiplicacdo de seus valores, por exemplo, 7 x 8 = 72; ou ainda, (1) x (—1)
= +2. Outra situacdo identificada foi a confusdo das operacdes de
multiplicacdo com a adi¢cdo de nimeros inteiros relativos, por exemplo, um
aluno ao resolver (—3) x (+2), deu como resposta —1. No entanto, na maioria
dos grupos, essas dificuldades foram sendo superadas com a ajuda e a
interferéncia dos proprios colegas da equipe. Apds a realizacdo do jogo,
organizamos os alunos em grupos com trés alunos e passamos para a
resolucdo de atividades escritas.

Na resolucdao da primeira lista de atividades desse bloco, os alunos
apresentaram dificuldades para resolver a questdo que pedia para
completar uma sequéncia e responder de acordo com essa sequéncia. A
questdo dizia assim: Complete a sequéncia apresentada na tabela e

responda:
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3x12 =36 a) O que acontece com o 12 fator quando se Ié as contas de

%12 = 24 cima para baixo?

1x12=12 b) O que acontece com o 22 fator quando se |é as contas de

cima para baixo?

0x12=
Ix12= c) O que acontece com o produto quando se |é as contas de
S cima para baixo?
d) Com base no que vocé observou: Um nimero negativo
X =

vezes um numero positivo dd um produto...

Os grupos precisaram do nosso auxilio, pois esta questao exigia um
certo grau de generalizagdo. Com a nossa interferéncia para ajudar a
interpretar e completar a tabela, os alunos foram compreendendo e
conseguiram responder a questao.

Outra duvida levantada pelos grupos, nesta primeira lista de
exercicios, foi com relacdo a questdo em que apareciam algumas
multiplicagdes e adi¢des na forma de expressdes numéricas. Os alunos
apresentaram dificuldades, porque nao sabiam qual das operacdes deveria
ser resolvida primeiro, mas com a nossa interferéncia foram conseguindo
desenvolver os cdlculos, mesmo que, muitas vezes, ndo estivessem
completamente corretos.

Concluida a primeira lista de atividades desse bloco, passamos para a
resolucdo da segunda lista de exercicios elaborada para a pesquisa. Esta lista
de atividades foi resolvida em sala de aula com a nossa assisténcia. Os alunos

foram organizados em duplas e, durante a resolucdo das atividades, alguns
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alunos apresentaram dificuldades para entender a expressdo “ndo nulo” que
apareceu na 12 questdo. Nessa questdo, foi solicitado que se marcasse (V)
para a alternativa verdadeira ou (F) para a alternativa falsa nas proposicdes
a seguir:

a) ( ) O produto de um nimero inteiro por zero da o préprio nimero.

b) ( ) Se um numero inteiro ndo nulo for multiplicado por seu oposto, o
resultado serd sempre um nimero negativo.

c) ( ) Se um numero inteiro ndo nulo for multiplicado por ele mesmo, o
resultado serd sempre um numero positivo.

Ao serem esclarecidos sobre o tema, seguiram resolvendo a questao.
Os grupos, também, sentiram necessidade de se certificarem a respeito da
32 questdo desta lista. Nessa questdo, foi solicitado que eles montassem
uma operacdo que atendesse aos critérios estabelecidos. Assim, eles
precisavam montar uma operagdo para os seguintes critérios: a soma de dois
numeros inteiros é —7; e o produto de dois numeros inteiros é +10.

Os alunos nos perguntavam se era para fazer uma conta que
apresentasse aquele resultado. E, na nossa interagdao com o grupo, é que se
percebeu a dificuldade que eles apresentavam com relacdo aos termos soma
e produto. Os alunos sabiam que precisavam montar uma operagao, porém
ndo sabiam qual. Com a nossa intervencdo nos grupos, foi possivel
esclarecer as duvidas.

Apds a resolucdo da lista de atividades, organizamos a classe numa

circunferéncia, mas, como a turma era muito numerosa, foi preciso fazer
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uma semicircunferéncia dentro da circunferéncia. Em seguida, deu-se inicio
a discussdo e correcao da segunda lista de atividades desse bloco.

Conduzimos a discussdo, comec¢ando pela primeira questado, fazendo a
leitura de cada uma das proposicées com intervalo para as devidas reflexdes.
Ao lermos a primeira proposicao (o produto de um nuimero inteiro por zero
da o proprio numero), alguns alunos disseram que a proposicdo era falsa,
outros, porém disseram ser verdadeira. Ao serem indagados sobre a
justificativa, um dos alunos citou como exemplo que 0 + (—2) da —-2.

Neste momento, interferimos perguntando sobre o significado da
expressao produto. Um aluno respondeu dizendo que era o resultado.
Entdo, perguntamos novamente: Resultado do qué? Ele respondeu: “De
uma conta”. Retrucamos: Que conta? Outro aluno respondeu: “De vezes”.
Entdo, voltamos ao exemplo dado e perguntamos: Este pode ser um
exemplo de produto? A classe respondeu que nado, pois representava uma
soma. Um aluno trouxe outro exemplo 0 x (+3) dd O, por isso a alternativa é
falsa. A turma concordou com o exemplo, citaram outros e concluiram que
a proposicao era falsa.

Com relacdo a segunda proposicdo (Se um numero inteiro ndo nulo for
multiplicado por seu oposto, o resultado serd sempre um nimero negativo),
os alunos ndo manifestaram sua opinido, entdo, indagamos: O que quer
dizer ndo nulo? Um aluno respondeu: Nulo é zero, entdo ndo nulo deve ser
gue ndo pode ser o zero. E perguntamos a classe: Quais os exemplos de
numeros ndao nulos? Eles responderam: 2, 3, 5, ... (somente numeros

positivos).
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Entdo, sentimos a necessidade de complementar com: -3, -4, +3, -2,
etc. Depois, prosseguimos voltando a proposi¢dao e perguntando para a
turma: Que tipo de exemplos podemos dar para essa proposi¢cdo? Um aluno
citou (=3) x (+3) da -9, outro aluno citou (+5) x (-=5) dd —25. Entdo,
perguntamos: Que sinal apresentou o resultado de cada multiplicacdo. E a
classe respondeu: Negativo. Um aluno se pronunciou dizendo que ele nao
havia pensado nos nimeros, mas apenas nos sinais, que como eles eram
opostos um era positivo e o outro negativo, assim a multiplicacdo seria
sempre negativo, por isso a proposicao era verdadeira. A turma, apos essa
problematiza¢do, também chegou a mesma conclusao.

Na terceira proposicdao (Se um numero inteiro ndo nulo for
multiplicado por ele mesmo, o resultado sera sempre um nimero positivo),
os alunos ja se manifestaram com exemplos, dizendo que a proposi¢do era
verdadeira, pois (—5) x (—5) da + 25 e (+4) x (+4) da + 16.

Com relagdo a terceira questdo dessa lista de atividades, em que foi
solicitado montar uma operac¢do de acordo com os critérios, no primeiro
critério (A soma de dois numeros inteiros é — 7), os alunos citaram varios
exemplos como: (—2) + (=5), (—10) + (+3), entre outros, mas teve um exemplo
que merece ser destacado (+3) + (—4). Escrevemos, na lousa, todos os
exemplos citados, inclusive este, e na medida que realizdvamos a escrita,
indagdvamos a turma sobre o exemplo colocado. E quando colocamos o
exemplo (+3) + (—4), um aluno disse que este ndo servia, pois o resultado
seria -1, obtendo o respaldo da turma. No segundo critério (O produto de

dois numeros inteiros é + 10), a turma esgotou todas as possibilidades de
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multiplicacdes rapidamente. Referente a essa lista de atividades, pensamos
ser estas as consideracdes mais importantes, pois envolveram reflexdes que
visaram generalizagOes.

Prosseguindo com a nossa sequéncia didatica, propomos a resolucdo
da ultima lista de atividades desse bloco. Para a resolucdo desta lista, os
alunos foram organizados em duplas. Durante a resolucdo das atividades,
percebemos que os alunos apresentavam dificuldades para resolverem a
guestdo dois desta lista. Nesta questao, foi solicitado a eles que escrevessem

uma operacgao para cada situacado, utilizando os nimeros da tabela.

-4 |3 -2 |-8 |+7 |0

a) Uma multiplicacdo de dois fatores com resultado igual a +32.
b) Uma adigdo de trés parcelas com resultado igual a —7.

c) Uma multiplicacdo de trés fatores com o resultado igual a 24.

As duvidas apresentadas pelos alunos diziam respeito aos termos
fatores e parcelas expressos na questdo. Com a nossa interferéncia no
esclarecimento desses termos, rapidamente as duplas apresentavam uma
operacdo que atendesse aos critérios propostos pela questao.

Na questdo trés desta lista de atividades, os alunos apresentaram
dificuldades para descobrir a operacdo que servia de base para completar a
piramide. Eles precisavam descobrir o “segredo” da piramide e determinar

o0 numero inteiro que deve estar no alto dessa piramide.
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Na resolucdo deste exercicio foi percebida uma confusdo entre as
operacdOes de adicdo e multiplicacdo com numeros inteiros, que foi sendo
elucidada com a nossa intervengao nos grupos.

Outra situacdo que deve ser discutida diz respeito a quinta questado
desta lista de atividades. Nesta questdo, foi solicitado aos alunos que

completassem a tabela:

a b axb
-2 -3
+4 =20
—4 +32
+12 +8

Dois fatores podem ter contribuido para que os alunos apresentassem
dificuldades nesta questdo. Um deles pode ser o fato de apresentar os
numeros por meio de letras. Outro pode ser o fato de ora pedir o produto
dos niumeros e ora pedir um dos fatores da multiplicagao que resultaria num

determinado produto. Esse vai e vem na resolucdo da operacdo de
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multiplicacdo gerou um certo desconforto nos alunos, ocasionado pela

necessidade da utilizacdo da operacdo inversa da multiplicacao.

4.5 Aplicacao do teste da multiplicagcao e analise dos resultados
Finalizando as atividades propostas nesse bloco de ensino, aplicamos
um teste diagndstico que se encontra no apéndice D. Esse teste foi realizado
individualmente em sala de aula, por 37 dos 39 alunos que compdem a
turma, durante uma aula de 45 minutos. A primeira questao solicitava aos
alunos que resolvessem as operacées, num total de 7 itens, e justificassem
a sua resposta. O detalhamento dos indices referentes a esta questdo esta

exposto na tabela a seguir:

Tabela 6 - Resultados referentes a questdo 1 do teste da multiplicacdo

Operagao N2 de acertos | N2 de erros Em branco
+15+ (+6) 30 07 00
(-32) + (—16) 15 21 01
—12 + (+13) 19 16 02
(+20) + (-7) 17 18 02
(+6) x (+15) 16 18 03
(—8) . (+3) 21 13 03
(—-9) x (—4) 21 13 03

Fonte: Hillesheim (2013)

A quantidade de alunos que responderam a segunda operac¢ao [(—32)

+ (—16)] errada chamou-nos atencdo. Ao analisarmos estas respostas,
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observamos que entre as 21 respostas incorretas, 11 delas apresentaram +
48 como resultado. Ou seja, houve uma confusdo entre a regra de sinais da
adicdo e da multiplicacdo de numeros relativos. Com relagdo ao conjunto
geral de respostas incorretas desta questao, percebemos que ocorreu uma

inversdo entre as operacdes de adicdo e multiplicacdo, vejamos:

Figura 18 - Resposta apresentada pelo aluno 01
(+6) % (+15)=

Y 4
(-8).(+3)=

N~
)
9)x(-4)=

15

Fonte: Hillesheim (2013)

Figura 19 - Resposta apresentada pelo aluno 17

+15+(+6)= +9Q

32+ (-16)=H {2

12+ (+13)= 052[16

(+20)+(-7)=.—4j/-o

Fonte: Hillesheim (2013)

Podemos observar na primeira figura que o aluno 01 trocou a

operagao de multiplicagdo por adigao, efetuando os calculos corretamente,
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se fosse uma adicdo. Na segunda figura, ocorreu o contrario, o aluno 17
realizou a operacdo de multiplicacdo no lugar da adi¢cdo, multiplicando
corretamente, inclusive aplicando a regra se sinais adequadamente.

Com relacdo as respostas incorretas para a multiplicacdo (+6) x (+15),
observamos que das 18 respostas erradas, 7 delas realizaram a multiplicacao
dos sinais corretamente, no entanto erraram ao efetuar a multiplicacao,
obtendo como resposta, por exemplo, +80, +60, etc. Apenas 2 das 18
respostas incorretas apresentaram —90 como resultado desta operagdo, ou
seja, efetuaram o célculo adequadamente, porém erraram na aplicacao da
regra de sinais.

As justificativas apresentadas para cada um dos itens desta questdo
nao estavam tao elaboradas como no teste da adi¢do, os alunos foram mais
sucintos em suas respostas. Porém, notamos que nas justificativas para a
adicao de numeros relativos prevaleceu a ideia de deslocamentos sobre a
reta numeérica; nas justificativas apresentadas nas multiplicacdes, a

predominancia foi a de respostas curtas, como:

Figura 20 - Justificativa apresentada pelo aluno 14

‘&.» Y Y\\&'X\ \")Q i‘q)\x ! k ( ~ %) ¥ /— Y ) & %uﬁ ((\\S‘\ é\g

&)

Fonte: Hillesheim (2013)

Desse modo, ndo podemos fazer uma andlise mais apurada. No
entanto, encontramos também algumas justificativas mais elaboradas,

vejamos:
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Figura 21 - Justificativa apresentada pelo aluno 26

Fonte: Hillesheim (2013)

Figura 22 - Justificativa apresentada pelo aluno 11

ool | Pt et i,
% T,ja,b/mam

(2QY (L=

Fonte: Hillesheim (2013)

Nestes exemplos, assim como em outros, observamos que a regra
sinais emerge em meio as regularidades que foram propostas durante a
sequéncia didatica. Notamos que a regra de sinais ndo esta completamente
consolidada, mesmo porque os alunos ainda se encontram num processo de
construgao, o que exige um certo tempo para que possa se estabelecer
plenamente.

Uma justificativa interessante merece destaque neste contexto, uma
vez que ela é um forte exemplo de como o modelo comercial traz prejuizos

ao ensino da multiplicacdo dos relativos:
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Figura 23 - Justificativa apresentada pelo aluno 07

58

(+20)+(-7)=
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(t6)x(+15)=
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Fonte: Hillesheim (2013)

Esse aluno obteve sucesso em todos os seus cdlculos e justificativas

até o momento que se deparou com uma multiplicacdo entre dois nimeros

negativos. Entdo, o modelo comercial que se adequava tdo bem até o

momento, deixou de funcionar e o conduziu a um resultado errado. Neste

contexto, Coquin-Viennot nos aponta que:

Essa concepgdo (na base concreta) ndo pode funcionar numa
estrutura multiplicativa; é necessario reverté-la a fim de
prosseguir a aprendizagem, mas ela estda bem estabelecida,
bem comoda para resolver os problemas aditivos encontrados
até aqui, que ela, nela mesmo, constitui um verdadeiro
obstaculo para a instalagdo do nivel IV (1985, p. 184).

O nivel IV que Coquin-Viennot menciona é justamente a concepg¢ao da

multiplicacdo de numeros relativos. Em outras palavras, o modelo concreto

gue funciona muito bem para o ensino das propriedades aditivas constitui-
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se como um entrave para o ensino das propriedades multiplicativas desses
numeros.

A segunda questdo desse teste apresentava a seguinte situagao:
“Marcos vendeu sua moto, mas ira receber o dinheiro em 18 parcelas de
RS 235,00.” Nestas condi¢des, a questdo solicitava, na primeira alternativa,
que os alunos, utilizando nimeros inteiros, escrevessem uma expressao
numérica que representasse essa situacdo. Dos 37 alunos que participaram
desse teste, temos os seguintes resultados: 24 escreveram a expressao
numérica corretamente; 5 ndo conseguiram escrever a expressao
corretamente e 8 deixaram a questdo em branco. Neste caso, observamos
gue a necessidade de mudar de registro, passando da linguagem natural
para a escrita numérica pode ter contribuido para os indices de respostas
erradas e em branco.

No segundo item desta questao, os alunos deveriam escrever o valor
total que Marcos iria receber. Como resposta a esta alternativa encontramos
12 respostas corretas; 21 incorretas e 4 em branco. Em relacdo ao item
anterior, podemos perceber que, apesar de 24 alunos terem montado a
expressdao numeérica corretamente, apenasl12 alunos efetuaram o calculo
corretamente. Os 21 alunos que erraram a resposta apresentaram
dificuldades para efetuar a multiplicacdo entre os nimeros 18 e 235.

No ultimo item dessa questdo, foi proposta a seguinte situagcao: “Se
Marcos quiser comprar outra moto que custe RS 7.000,00, o dinheiro que
ird receber sera suficiente? Por qué?” Dentre os alunos que participaram do

teste, encontramos 10 respostas corretas; 20 parcialmente corretas; 3
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respostas incorretas e 4 em branco. Com relacdo as respostas parcialmente
corretas, todos alegaram que o dinheiro ndo seria suficiente, porém ao
justificarem a sua resposta apresentaram valores ndo correspondentes com

a situacdo, por exemplo:

Figura 24 - Resposta apresentada pelo aluno 31

¢) Se Marcos quiser mmpmr outra moto que custe R$ 7.000,00, o dinheiro que ird receber seré suficiente? Por

o 2 na mela quost
MWM WWW%Z&

Yo R BO 00 K . A MJZ

b.GLb6F P 2nlaen

Fonte: Hillesheim (2013)

Os alunos sabiam que o dinheiro ndo seria suficiente, no entanto
erraram ao efetuar os célculos.
Na terceira questdao desse teste, os alunos deveriam colocar no lugar

de cada letra um numero inteiro que atendesse as operacoes propostas pelo

quadro:

-7 -4 | = | A
= +
+29 -10
+ =
C = -2 X B
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O detalhamento dos indices de acertos referentes aos valores

encontrados para as letras deste quadro estd exposto na tabela a seguir:

Tabela 7 - Resultados referentes a questdo 3 do teste da multiplicagcdo

Incognita N2 de acertos N2 de erros | Em branco

A 30 03 04
B 11 20 06
C 08 23 06

Fonte: Hillesheim (2013)

Com base nesta tabela, podemos observar que 81,08% dos alunos que
participaram do teste obtiveram sucesso na multiplicacdo (—7) x (-4) que
corresponde ao valor da incognita A, ou seja, a multiplicacdo de dois
numeros negativos parece estar consolidada. Entretanto, apesar do alto
indice de acertos para o valor da incognita A, o percentual de acertos para a
incégnita B, que correspondia a operagao (+28) + (—10), caiu para 29,72%, e,
como o valor de C dependia de B ou da igualdade (—7) = +29 + C, este indice
de acertos, consequentemente, também apresentou uma queda. Inferimos
gue estes baixos indices de acertos referentes as incégnitas B e C decorrem
da forma de como a questdo foi apresentada, uma vez que, em
oportunidades anteriores, os mesmos alunos ja demonstraram ndo terem
dificuldades para efetuarem uma adigdao e nem uma multiplicagcdo entre um

numero positivo e um numero negativo.
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Nesse teste, a quarta questdo foi retirada do livro didatico Matematica

do Projeto Araribd, que prop0s a seguinte situacao:

Sérgio e Paulo estavam brincando com um jogo que funcionava
segundo as regras: a cada resposta certa, o jogador anda 3
casas para frente; a cada resposta errada, anda 2 casas para
tras. Ganharia o jogo quem primeiro alcangasse a 252 casa. Os
dois jogadores responderam a um total de 20 quest&es cada
um. Sérgio acertou 12 e Paulo acertou 13 (2006, p. 72).

No primeiro item da questdo foi perguntado: “Quantas questdes cada
um deles errou?” Dentre os alunos que realizaram o teste, 18 responderam
corretamente, 17 erroneamente e 2 ndo responderam. Acreditamos que os
alunos que ndo responderam corretamente este item tiveram dificuldades
na leitura e na interpretacdo da questdo, pois grande parte das respostas
incorretas apresentou como resposta “Sérgio 12 e Paulo 13” justamente os
valores que estavam no problema, representando a quantidade de acertos
de cada um dos personagens.

O segundo item desta questdo perguntava: “Quantas casas Sérgio
andou para a frente? E para trds?” No conjunto das respostas, obtivemos 12
respostas corretas, 5 parcialmente corretas, 15 incorretas e 5 ndo foram
respondidas. Nas respostas parcialmente corretas, todos acertaram o
numero de casas que Sérgio andou para a frente, porém erraram o nimero
de casas que ele andou para trds. Novamente, neste item se apresenta a
dificuldade que os alunos tém na interpretacdo textual, e podemos
perceber, de acordo com a teoria dos registros de representacdo semidtica

de Duval (2005), como passagem de um registro a outro é um processo
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custoso. Aqui as dificuldades que se apresentam ndo se encontram na
ordem do tratamento dos registros, mas, sim, na conversao.

Como terceiro item desta questdao foi perguntado: “Quantas casas
Paulo andou para frente? E para tras?” Dos alunos pesquisados,
1lacertaram a questdo, 6 acertaram parcialmente, 15 erraram e 5 ndo
responderam. Nas respostas parcialmente corretas, os alunos acertaram
somente um dos casos, ou para a frente ou para tras. Nesta situacao,
podemos observar que os indices de acertos e de erros estdo muito
préoximos com os apresentados no item anterior, acreditamos que os
problemas também sejam da mesma natureza.

Dando continuidade ao trabalho, no quarto item da questdo foi
solicitado aos alunos que eles dissessem a casa em que cada um dos
jogadores parou. No conjunto das respostas, obtivemos 5 corretas, 4
parcialmente corretas, 16 incorretas e 12 em branco. Com relacdo as
respostas parcialmente corretas, os alunos acertaram somente uma das
alternativas, acertaram a posicdo da casa de Paulo ou a de Sérgio.

No ultimo item desta questdo, foi perguntado: “Quem ganhou o
jogo?” O resultado foi surpreendente, 31 alunos acertaram, lerrou e 5 nao
responderam. Os resultados obtidos nesta questdo ndo estdo de acordo com
o esperado, uma vez que, durante todo o desenvolvimento da questao, o
indice de acertos foi bem inferior ao de erros e que o resultado final
dependia desses acertos.

Como os alunos conseguiram acertar o vencedor sem ter realizado os

deslocamentos solicitados no desenvolvimento do jogo? Entdo, estamos
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frente a um desafio. Serd que os alunos contaram com a sorte, ou eles
realizaram superficialmente os deslocamentos? Mesmo sem conseguir
respostas imediatas a estes questionamentos, de um modo geral,
percebemos por meio desta questdo o qudo dificil é para os estudantes
mobilizarem os seus conhecimentos e realizarem a conversdao. Como nos
aponta Duval (2005, p. 21), a mudanca de registros muitas vezes é uma
barreira intransponivel para a maioria dos alunos, no entanto a coordenacao
de diferentes registros exerce um papel fundamental nos processos de
compreensao.

Por fim, foi solicitado aos alunos, na ultima quest3ao deste teste, que

eles descobrissem o erro cometido por Jonas na resolucdo da expressao:

(-3).(+19+6) + (+3). (1) +4 =
(-3).(+25) + (-3)+4 =
—-75-3+4=74

A seguir, foi perguntado, no primeiro item da questao: “Qual foi o erro
gue Jonas cometeu ao resolver a expressdao?” Apenas 3, dos 37 alunos
participantes, perceberam que foi no sinal do 74; 11 alunos nao
responderam a questdo; 9 alunos mencionaram que o erro estava no
resultado final, porém apresentaram outros valores diferentes e ndo —74; 6
alunos justificaram que houve erro nos sinais, contudo ndo especificaram o
caso; 8 alunos apresentaram respostas diversas como: “Ele trocou o sinal era
+3 ele colocou —3” (aluno 08) ou ainda, “O erro foi que (—1) + 4 é igual a +3

ndao a mais 4” (aluno 26). Podemos observar, por meio dos resultados
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apresentados para este item, que os alunos ainda se encontram num
processo de entendimento dos procedimentos necessarios para realizar o
calculo de uma expressdao numérica. Talvez nesse exercicio esse fato tenha
tomado lugar de destaque devido ao grau de complexidade da questdo.

No segundo topico da questdo foi perguntado: “Serd que este tipo de
erro é comum? Por qué?” Dentre o conjunto de respostas apresentadas para
esta pergunta, encontramos 11 em branco; 4 disseram que sim, mas ndo
justificaram; 5 disseram que sim e que o erro é comum por falta de atencao,
ou por fazer muito rdpido ndo realizando as devidas correcdes; 9 afirmaram
ser comum porque confundem os sinais dependendo da operagao; 7
apresentaram respostas aleatérias ndo condizentes com a pergunta e
apenas 1 resposta afirmou ndo ser comum este tipo de erro.

E possivel observar, por meio das respostas apresentadas neste item,
gue os alunos estdo conscientes das dificuldades que se estabelecem na
realizacdo do calculo que envolve numeros relativos. Mesmo ndo tendo
apontado corretamente o erro cometido por Jonas no desenvolvimento dos
calculos, eles foram capazes de perceber os riscos pertinentes na execu¢ao
deste cdlculo.

Finalizando a questdo, foi solicitado aos alunos para que eles
resolvessem a expressao que fora resolvida por Jonas. No conjunto total das
respostas, obtivemos um nimero expressivo de respostas em branco: 21
alunos ndo resolveram a expressdo; 7 alunos resolveram a expressao
parcialmente correta; 6 erraram e apenas 3 alunos resolveram os calculos

corretamente.
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Com base nestes resultados, percebemos que os alunos se encontram
num processo de apropriacao das propriedades multiplicativas dos relativos.
O dominio das operag¢des dos numeros inteiros ainda deve levar um certo
tempo, os alunos, de acordo com os elementos da transposicdo didatica,
precisam de tempo para superar os seus bloqueios e atingir uma posicao de
equilibrio frente as novas situagdes de aprendizagem.

Analisando os dados obtidos por meio da aplicacdo deste teste
percebemos que os alunos ndo tratam os relativos como se fossem naturais,
prova disso pode ser encontrada nas respostas apresentadas na primeira
guestdo, tanto nos resultados dos cdlculos, quanto nas justificativas.
Observamos que os numeros negativos ndo sdo tratados separadamente
dos positivos. Isto porque os alunos efetuam a adicao algébrica dos inteiros
por meio de deslocamentos sobre a reta e isso acaba contribuindo para que
eles percebam o conjunto dos inteiros como uma unido entre positivos,
negativos e o zero.

Por meio das analises das respostas obtidas nas questdes 1, 3 e 4 deste
teste, notamos que a reta numérica foi unificada, e os problemas aditivos
sdo resolvidos nos relativos. A predominancia dos deslocamentos sobre a
reta, nas justificativas apresentadas na primeira questdo, convidam-nos a
pensar que a compreensdo das propriedades aditivas por meio de
deslocamentos sobre a reta contribuiu para o estabelecimento deste nivel
de compreensdo. O conjunto de respostas obtidas nas questées 1, 2,3 e 4

mostrou que a multiplicacdo de numeros inteiros obteve um numero
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consideravel de sucessos. Entretanto, os alunos ainda ndo assimilaram

completamente as propriedades multiplicativas dos relativos.

4.6 O ensino da operacao de subtracdo de niumeros inteiros

Uma vez que os alunos ja se apropriaram da regra de sinais para a
multiplicagdo desses numeros, puderam fazer uso dessa regra nas
simplificacbes das expressdes numéricas e efetuarem os calculos
adequadamente. Optamos por apresentar a operac¢do de subtragdo apds a
multiplicacdo, pois acreditamos que essa atitude podera facilitar a
aprendizagem desta operacdo, uma vez que expressoes do tipo (+5) — (-3)
precisam ser simplificadas e escritas como +5 + 3 para serem operadas. Os
livros didaticos apresentam como alternativa de resolucao desta operacdo a
estratégia de se escrever a subtragdo como a soma do oposto, por isso
apresentam a operacdo de subtracdo antes da multiplicacdo de nimeros
inteiros. No entanto, a nosso ver, essa postura podera trazer dificuldades
para o ensino dessa operacdo por apresentar-se de forma arbitraria.

Nesse bloco de ensino, os objetivos que direcionaram o nosso trabalho
foram:

e compreender a légica dos processos usados para a subtracdo de
numeros inteiros, aplicando a regra de sinais da multiplicacdo para
simplificar as expressoes;

e resolver situacbes-problema, envolvendo numeros inteiros e, a
partir delas, ampliar e construir novos significados para a subtracao

de numeros inteiros relativos;
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e resolver expressdes numéricas, envolvendo adicdo, subtracdo e

multiplicagcdo de nimeros inteiros.

Para atingir essa meta, este bloco de ensino foi composto por 4 aulas
de 45 minutos, cujo planejamento detalhado encontra-se no apéndice E. A
introducao da operacdo da subtracdo de niumeros inteiros foi conduzida por
meio de problematizacdes. Propusemos a classe a seguinte situacao:
“Vamos supor uma noite de inverno numa cidade da Serra Catarinense, os
termometros registraram +4° C no inicio da noite. Durante a madrugada da
mesma noite, os termdémetros chegaram a registrar —2° C. Qual foi a variacao
da temperatura nesta noite?” Alguns alunos prontamente responderam 6
graus. E indagamos: Subiu 6 graus ou diminuiu 6 graus? Eles responderam
qgue havia diminuido. A seguir, problematizamos um pouco mais,
perguntando a turma como poderiamos representar esta situagao.

A turma ficou silenciosa, pensando. Até que um aluno disse que
poderia ser representado através do termometro. Neste momento,
desenhamos o termémetro no quadro, registrando as temperaturas —2° e
+4°, e podemos constatar, juntamente com a turma, que a variagdao da
temperatura realmente foi de —6° C. A seguir, perguntavamos a turma de
que maneira poderiamos representar essa situagdo através de uma
operacao. Entdo, foram surgindo varias possibilidades citadas pelos alunos,
e fomos escrevendo cada uma delas na lousa.

A partir das anotac¢ées, fomos indagando a turma sobre a validade ou
ndo da operacdo realmente representar a situacdo problema. Um aluno

levantou a possibilidade de ser (+4) + (-2), entdo questionamos se o
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resultado dessa adicdo seria —6. Eles responderam que ndo. Assim, fomos
prosseguindo, até que interferimos fazendo outras simulagdes como, por
exemplo: Se a temperatura estava em +20° passou para +26°, quanto a
temperatura variou? Eles responderam +6. Perguntavamos novamente: Que
calculo vocés realizaram? Os alunos responderam 26 — 20.

Entdo, indagamos novamente: E se a temperatura fosse +4 e passasse
para +18, qual seria a variacao? Os alunos responderam 14. Perguntamos:
Que conta vocés realizaram? Eles disseram 18 — 4. A seguir, fizemos as
seguintes anotacbes no quadro: (+26) — (+20) = +6, (+18) — (+4) = +14,
procurando levar os alunos a observarem que, para descobrirmos a variagao
da temperatura, precisamos diminuir a temperatura final da temperatura
inicial. Assim, voltamos a perguntar para a turma: Como poderiamos
representar a variacdo da temperatura na cidade da situacdo problema?
Entdo, um aluno disse que poderia ser (—-2) — (+4), porque -2 era a
temperatura final e +4 a temperatura inicial.

Deste modo, fizemos a anota¢dao da operagdao no quadro juntamente
com as outras escritas anteriormente. E procuramos levar os alunos a
observarem que a operacgao (—2) — (+4) pode ser escrita sem os parénteses,
assim —2 — 4, pois para eliminarmos os parénteses utilizamos a regra de
sinais da multiplicacdo, obtendo uma expressao mais simples que pode ser
resolvida por meio de deslocamentos na reta numérica. Finalizando o
debate, organizamos a classe em duplas para resolucao de uma lista de

atividades.
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Durante a resolucdo das atividades, fomos prestando assisténcia as
duplas, esclarecendo as suas duvidas. Os alunos apresentaram dificuldades
na resolucao da questdo 3 dessa lista, que pedia para que eles completassem
as sentengas com os sinais operatérios de +, — e x nos itens: a) (-3)__ (-2)
=-1b)(-2)__ (-5)=+10c¢) (+10)__ (-14)=+24d)(-12)__ (-3)=-15.

Os alunos, na maioria das vezes, colocavam o sinal sem se
preocuparem em como ficaria a operagao apds a sua escrita na forma
reduzida. No momento em que realizdvamos o atendimento dos alunos,
chamavamos a sua atengdo para que eles atentassem a esse detalhe. E
nesse instante alguns alunos comecaram a perceber este aspecto da
operacao.

Prosseguindo com a sequéncia didatica, organizamos a turma em
grupos e propusemos o jogo das argolas. Para a realiza¢cdo do jogo cada
grupo recebeu um tabuleiro contendo 12 hastes presas verticalmente nele
e 4 argolas, 2 azuis e 2 vermelhas. Cada uma das hastes presas ao tabuleiro
representou um numero, esses numeros estavam dispostos alternando um

positivo e um negativo, como no esquema a seguir:

+16 —-24 +4
-12 +20 -8
+8 -16 +24

+12 =20 -4
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Explicamos a turma que, nesse jogo, as argolas vermelhas nos fazem
ganhar pontos e as azuis perder pontos. Para esclarecer, realizamos uma
jogada, como exemplo: arremessamos as argolas vermelhas nos nimeros
—24 e +8, e as argolas azuis nos numeros +16 e —4 e escrevemos a expressao

gue representou a jogada no quadro, da seguinte forma:

0+ (-24) + (+8) — (+16) —(—4) =-28

\

Inicio ganha ganha perde perde

Assim, explicamos que cada jogador ao fazer sua jogada ird arremessar
as quatro argolas, fazer a sua expressdao e efetuar os seus calculos
adequadamente. Apds a explicacdo sobre as regras do jogo, demos inicio as
atividades.

Durante a realizacdo do jogo, fomos prestando assisténcia aos grupos
gue solicitavam nossa ajuda. Os grupos nos chamavam, principalmente, para
certificar-se que haviam realizado o cédlculo corretamente. As equipes se
mostraram interessadas em realizar o jogo e montavam as expressdes sem
dificuldades. Os integrantes do grupo se ajudavam mutuamente na
execucdo dos calculos, faziam as devidas simplificacoes e realizavam a soma
algébrica.

Ao final do jogo, promovemos um debate com a turma a fim de
identificar as estratégias que eles utilizaram durante o jogo. Dois alunos

disseram que eles procuraram jogar as argolas vermelhas nos nimeros que
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eram positivos e as argolas azuis nos negativos, a fim de obter como
resultado um numero positivo que fosse o maior possivel.

Neste didlogo com a turma, tentamos fazer com que os alunos
observassem que, no conjunto dos numeros inteiros, nem sempre a adicao
equivale a um aumento e nem sempre a subtracdo significa diminuir,
fazendo, desta forma, uma conexdo com as situacgdes vivenciadas por eles
através do jogo das argolas. Pensamos que 0s nossos objetivos, ao optarmos
por este jogo na situacdo didatica, foram atingidos, pois os alunos aplicaram
seus conhecimentos na execucao do jogo, bem como conseguiram perceber
gue, no conjunto dos inteiros, as operagdes de adicdo e subtracao
apresentam aspectos diferentes daqueles apresentados nos naturais.

Ao serem indagados sobre a atividade, os alunos disseram que
gostaram da atividade, pois desta forma “aprenderam brincando” de

maneira descontraida, contando com a ajuda dos colegas e da professora.

4.7 Aplicacao do teste da subtracdo e analise dos resultados

Apds o término das atividades propostas para a subtracdo, os alunos
foram organizados para a realizacdo do teste diagndstico da subtracdo de
numeros inteiros que se encontra no apéndice F. O teste desse bloco de
ensino foi realizado em duplas, e os alunos puderam consultar seus
materiais como cadernos, livro didatico e listas de exercicios. O tempo de
duracdo do teste foi de 1 hora, sendo realizado por 36 dos 39 alunos que
compdem a turma. Os demais alunos faltaram no dia da aplicacdo do teste.

Na primeira questdo do teste, foi solicitado aos alunos que

resolvessem a seguinte situacdo problema: “Durante as férias, Carla e
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Mateus foram para a serra. No inicio da viagem, ainda em sua cidade,
Mateus verificou que a temperatura local era de 25° C. Ja, na serra, Carla viu
gue a temperatura era de 18° C. Qual foi a varia¢gdao da temperatura ao longo
da viagem?” Do total de alunos que participaram do teste, 28 alunos
indicaram que houve uma variacdo de 7 graus; 4 alunos ndo indicaram a
variacdo corretamente e 4 ndo responderam a questdo. Por meio desta
questdo, podemos perceber que a maioria dos alunos consegue realizar
deslocamentos sobre a reta numérica e realizar a subtracdo de numeros
relativos.

Para os alunos resolverem a segunda questdo, eles precisavam
completar o quadrado magico; onde a soma nas linhas verticais, horizontais

e diagonais deveria ser sempre a mesma.

+3

Do total de respostas, obtivemos 10 alunos que completaram os
guadrados magicos corretamente, 14 parcialmente corretos e 12 incorretos.
Os quadrados madgicos completados de modo parcialmente corretos
evidenciavam que os numeros que estavam localizados em lados opostos do
zero eram opostos.

No entanto, os alunos ndo atentaram ao fato que a soma nas linhas e

colunas também deveriam ser iguais a zero. Nesta questdo, a dificuldade
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encontrada para a sua resolucdo ndo diz respeito a soma algébrica dos
numeros, mas sim em elaborar uma soma algébrica que possa ser
enquadrada nos critérios estabelecidos. Critérios estes, que os proprios
alunos tiveram que buscar, neste caso, saber que as somas em todas as
linhas eram iguais a zero.

Na terceira questdo, os alunos deveriam completar a trilha conforme

a indicagdo das setas:

eVertical: adicione (-2) ? $

eHorizontal: subtraia (—5) =y

7= ]

1

C e =]

ik

[ I=l J=[ ]
0

g
(J=1=0

No final, os alunos deveriam indicar o resultado a que chegaram.
Somente 4 alunos conseguiram o resultado final correto; 32 alunos ndo
conseguiram completar a trilha corretamente. A maior dificuldade
percebida esta relacionada as operagdes e a mudanca de sinais para resolver
a subtracdo. Os alunos ndo relacionaram a expressao subtrair (—5) a somar
5, pois — (—5), simplificando a expressao, torna-se +5. Vejamos um exemplo

do que estamos dizendo:
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Figura 25 - Resposta apresentada pelos alunos 02 e 21

ol [5l=[o]
=
 Re=E@

Fonte: Hillesheim (2013)

Neste caso, assim como em outros que nos foram apresentados como
resposta, podemos observar que logo no inicio, os alunos ao invés de
subtrairem (—5) adicionaram (-5), na sequéncia, adicionaram (—-2) como o
recomendado. Nos relativos, o fato da subtracdo de um numero negativo
estar associado a uma soma, constitui um obstaculo a ser superado, porque
a subtracdo nos relativos tem uma concepcao diferente daquela encontrada
nos naturais.

De acordo com Teixeira, a subtracdo de numeros relativos esta
associada a trabalhar com operadores negativos que operam
transformacdes de oposicdo. Deste modo, “[...] a generalizacdo do carater
de inversdo presente na subtracdo para os inteiros é muito mais complexa,
porque é preciso identificar com clareza a operagdo que esta em jogo, tarefa
ndao muito simples, quando se trata de operar com numeros positivos e

negativos” (TEIXEIRA, 1993, p. 64).
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Percebemos por meio das respostas desta questdo que a adicdo com
numeros inteiros parece ndo apresentar dificuldades, uma vez que os alunos
adicionaram corretamente o (—2). No entanto, a operacdo de subtracao
parece ainda ndo ter sido consolidada, encontra-se em processo de
aprimoramento.

A guarta questdo do teste solicitava aos alunos que eles escrevessem
uma situagcdao que representasse a operagao (+20) — (—5). Nenhum aluno
conseguiu escrever uma situagao que representasse realmente uma
subtragdo de um numero negativo; 22 alunos escreveram situagdes
relacionadas a perder ou tirar, e 12 alunos ndo escreveram a situacao.

No conjunto das respostas, foi possivel perceber como o conceito da
subtracdo ainda se encontra fortemente atrelado a concepcao de tirar. Os
alunos ainda ndo conseguiram ampliar o conceito de subtracdo nos relativos.

Vejamos algumas situagdes que reforcam a nossa afirmagao:

Figura 26 - Resposta apresentada pelos alunos 12 e 08

4) Escreva uma situagio que represente a operago (+20)- (- 5).

)
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) / ) arr A i
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Fonte: Hillesheim (2013)
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Figura 27 - Resposta apresentada pelos alunos 21 e 02

60 Tinhg R5 20, oy o Lompot 3 Rucu
ds Gorfinduon. Ry L0 Loow 15 Raou

Fonte: Hillesheim (2013)

Estas situacBes expressam com detalhes a concepgdo de subtracdo
gue ainda esta presente na turma. Embora tenha sido trabalhado para que
eles tivessem esta concep¢dao ampliada, parece que, neste momento, ela
ainda ndo prosperou. Isso ndo significa dizer que eles ndo terdo este
conceito ampliado e aprofundado, mas sim que esta concepg¢do se encontra
em processo de mudanga.

Dentre as situagGes que nos foram apresentadas, merece ser
destacado que houve uma situacdo especial. Nela os alunos perceberam que
precisariam efetuar uma adicdo para resolverem a situacdo. E, entdo,
escreveram uma situacao que envolvia uma adicao, ao invés de escreverem

uma situacdo que apresentasse a subtragdo um numero negativo.

Figura 28 - Resposta apresentada pelos alunos 18 e 29

m situago que represente a operaglo (+ 20) - (- ). i M
o, oM oY Qe 20 QUM EOL U6 gl
RIS wao del, au Moaly
¢y 3 el o Comnquy ;

Fonte: Hillesheim (2013)
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Neste caso, ndo se pode dizer que os alunos ndo compreenderam que
para subtrair um nimero negativo é preciso somar. No entanto, eles nao
conseguiram pensar numa situacdao que apresentasse realmente a subtracao
de um numero negativo.

Na quinta questdo, foi proposta aos alunos a seguinte situacdo: “Uma
pessoa encontra-se em uma camara frigorifica cuja temperatura é de —8° C.
Ao sair, encontrard uma temperatura ambiente de 23° C. Qual a variagdo de
temperatura que essa pessoa tera de suportar?”

Dos 36 alunos que participaram do teste, apenas 4 responderam
corretamente, 26 erraram a questdo e 6 alunos ndo responderam. Podemos
observar dentre as respostas incorretas que 14 alunos apontaram 15 graus
como a variacdo da temperatura para esta situacdo. Ou seja, os alunos ao
invés de subtrair (—8), acabaram adicionando (—8) para encontrar a variagao
da temperatura. Isto porque, como ja comentamos anteriormente, a
subtracdo de numeros relativos significa trabalhar com operadores
negativos que operam transformacdes de oposi¢ao. Neste caso, os alunos
sabiam que precisavam da operacdo de subtracdo, no entanto eles ndo
realizaram o jogo de sinais a fim de simplificar a expressdo, obtendo, deste
modo, uma soma.

E interessante perceber que a quinta questdo é justamente uma
situacdo que poderia ser usada como exemplo para a resolucdo da quarta
guestdo. Na quarta questao, foi utilizado o registro numérico, enquanto na
quinta questdo fora utilizada a linguagem natural. Embora os valores

numeéricos ndo sejam 0s mesmos, ambas as situacdes expressam o conceito
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de subtracdo, porém utilizando-se registros diferentes. Duval (2005) aponta
que a atividade de conversdo ndo é simétrica, ou seja, nem sempre a
conversao inversa permite reencontrar o registro de partida.

Podemos analisar esta questdo, também, sob a perspectiva da
congruéncia semantica. A situacdo que foi proposta é semanticamente
congruente a expressao +23 — 8, no entanto, neste caso, a congruéncia
semantica destaca-se da equivaléncia referencial, conduzindo a um
resultado incorreto.

De acordo com Duval (2012), a maior parte dos insucessos cometidos
pelos alunos nas atividades matematicas esta fortemente relacionada aos
fendOmenos da congruéncia semantica. “[...] a verdadeira fronteira, aquela
gue blogueia muitos alunos é a congruéncia e a ndo congruéncia semantica
no jogo da substituicdo de uma expressao a outra ou de uma representacao
a outra” (DUVAL, 2012, p. 116). Assim, nesta questdo, grande parte dos
alunos seguiu o caminho da congruéncia semantica e ndo conseguiu resolver
a questdo adequadamente.

A sexta questdo do teste apresentou um esquema que representou

uma maguina que levava o numero inteiro x a um outro nimero inteiro y.

x —»— | multiplica por (-3) soma (+4) >y

Primeiramente, foi perguntado qual o valor de y para x igual a 1. Neste
caso, para resolver a questao, os alunos deveriam substituir o valor de x por

1, multiplicar por (—3) e somar a (+4) para obterem o valor de y. Dos alunos
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gue participaram do teste, 8 responderam corretamente, 22 incorretamente
e 6 ndo responderam a questdo. Dentre as respostas erradas, percebemos
que os alunos substituiram adequadamente o valor de x, porém erraram na
execucdo dos calculos.

Figura 29 - Resposta apresentada pelos alunos 30 e 39
x 4

) x (-3)+leH)=-7

Fonte: Hillesheim (2013)

Neste exemplo, assim como em outros que nos foram apresentados,
percebemos que a dificuldade encontrada esta centrada no campo do
tratamento dos registros e ndo na atividade de conversao, pois a passagem
da linguagem natural para o registro numérico aconteceu
espontaneamente. Neste caso, a congruéncia semantica estda em
consonancia com a equivaléncia referencial, fato que contribuiu para o
sucesso da conversao.

No segundo item desta questdo foi solicitado aos alunos que eles
determinassem o valor de y quando x igual a zero. No conjunto das
respostas, obtivemos 12 alunos que resolveram a questao corretamente, 18
ndo responderam corretamente e 6 alunos deixaram a questdo sem
resposta. Como este item da questdo envolveu os mesmos procedimentos
de resolucdo do item anterior, porém com valores diferentes, as

caracteristicas das respostas incorretas sdo muito parecidas; ou seja, os
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alunos converteram a linguagem natural num registro numérico, mas nao
resolveram os cdlculos adequadamente.

Ainda, na mesma questdo, o terceiro item pedia aos alunos que
determinassem o valor de x quando y igual a 7. Do total das respostas
obtidas, 8 alunos responderam corretamente, 20 erroneamente e 8 alunos
ndo responderam a questdo. Nas respostas corretas, observamos que 0s
alunos resolveram a questao atribuindo valores a x, por tentativas, para

encontrar o valor de y. Vejamos:

Figura 30 - Resposta apresentada pelos alunos 03 e 09

Fonte: Hillesheim (2013)

Como os alunos ainda ndo aprenderam a resolver equacgbes pelo
processo algébrico, eles resolveram por meio de tentativas, ou seja, eles
precisavam encontrar um nimero que multiplicado por (—3) e somado com
(+4) desse o resultado 7. O raciocinio requerido para resolver este item foi
diferente dos itens anteriores, exigiu uma elaboracdao de pensamento bem
mais complexa. No entanto, o indice de acertos foi o mesmo apresentado
no primeiro item. Dentre as respostas incorretas, percebemos que os alunos
substituiram o valor de y no lugar de x e encontraram um outro valor para

y, € ndo o valor de x como sugeria a questdo. Inferimos que este problema
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decorre das dificuldades de interpretacdo, levando os alunos a fazerem
substituicOes erradas.

Finalizando a questdo, o ultimo item solicitava que os alunos
determinassem o valor de x quando y igual a 13. Dos alunos que realizaram
o teste apenas 6 acertaram a questdo, 20 nao responderam corretamente e
10 alunos deixaram a questdo em branco. Como este item da questdo é
parecido com o item anterior, as caracteristicas das respostas também sao
muito parecidas. As respostas corretas foram realizadas por meio de
tentativas e as respostas incorretas através de substituicdes inadequadas.

Na ultima questdo do teste, os alunos deveriam realizar o cdlculo de
guatro expressdes numéricas envolvendo a adicdo, a multiplicacdo e a
subtracdo de numeros inteiros. O detalhamento dos indices referentes a

esta questdo encontra-se na tabela a seguir:

Tabela 8 - Resultados referentes a questao 7 do teste da subtracao

Expressao numérica N2 de N2 de respostas N2 de
respostas certas | parcialmente certas respostas
incorretas
(—23) + (—14) — (-56) 10 14 12
(=5) x (—3+14) — (21) 10 12 14
(—8-6) x (=4) + (—3+7) 08 12 16
(=12+31) - (4) + (+26) 16 06 14

Fonte: Hillesheim (2013)

Nesta questdo, todos os alunos resolveram as quatro expressdes, ndo

havendo nenhum caso de resposta em branco. Podemos observar que o
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numero de alunos que resolveram as expressdes corretamente, somado ao
numero de alunos que acertaram as expressoes parcialmente, em todos os
itens, somou mais que 50% da turma. Nas respostas parcialmente corretas,
percebemos que os alunos realizaram o jogo de sinais corretamente na
simplificacdo das subtracdes.

Ao realizarem as multiplicacdes, erraram no calculo aritmético, mas
fizeram o jogo de sinais adequadamente. Observamos, também, por meio
do desenvolvimento do cdlculo dessas expressdes, que os alunos
apresentam oscilagdes nos seus calculos. Ora resolvem corretamente uma
adicao com relativos, ora efetuam a mesma operacdao erroneamente. Este
fato também se estende para as operacdes de subtracdo e de multiplicacao.
Acreditamos que essas oscilacGes facam parte do processo de construcao
das generaliza¢Oes a respeito dessas operagdes. A partir do momento em
gue essas operagoes se estabelecerem plenamente, podemos inferir que
essas oscilacdes deixem de acontecer. Vejamos um exemplo que reforca a
nossa posi¢ao:

Figura 31 - Resposta apresentada pelos alunos 13 e 07
a)(-23)+ (- ]4)—‘(- 56)=
2% 80+

25

) (-8-6)x(-4)+(-3+7)=
-A4x(4)+ 301
460 + (A9)=
450 14>
A (s

Fonte: Hillesheim (2013)
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Neste exemplo, assim como em outros que nos foram apresentados,
observamos que, no primeiro item, a soma entre (—23) e (—14) resultou em
+ 37. Entretanto, logo abaixo no item ¢, a mesma soma algébrica entre dois
numeros negativos (—8 —6) resultou em —14. Podemos observar, ainda, que
a simplificacdo da subtracdo, por meio da aplicacdo da regra de sinais,
aconteceu naturalmente.

No conjunto das respostas incorretas, percebemos varios

procedimentos de célculo realizados de modo incorreto. Vejamos um caso:

Figura 32 - Resposta apresentada pelos alunos 06 e 38

b) (- 5) X (-3 + 14)=(-21) = c)(.s_<3))x(-4)+(-[357_)},=)
- +1 ] v G xeWHEIE
(E)H—g - oy
- 15 10 #1542
o 4 t 5
Fonte: Hillesheim (2013)

Neste exemplo, podemos observar que a soma algébrica (—3+14)
resultou em +9, os alunos diminuiram os valores e consideraram o sinal do
numero maior em mddulo, porém ndo obtiveram sucesso nessa diminuic3do.
Por outro lado, no item c, eles realizaram a soma algébrica entre +48 e —3
corretamente, embora o resultado +48 ndo represente o resultado da

multiplicacdo entre (-14) e (—4). Notamos que todas as multiplicacdes
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apresentaram o produto com o sinal adequado e a simplificacdo na
eliminagao dos parénteses foi realizada com sucesso.

Com base nos resultados apresentados por meio da aplicacdao deste
teste, percebemos que os alunos ndo operam os relativos como se fossem
naturais, uma vez que eles atendem as especificidades dos sinais, como foi
apresentado nas Figuras 25 e 26. Embora esses alunos ndao tenham efetuado
o cdlculo adequadamente, eles operaram os nimeros considerando a sua
condicdo de ser positivo ou negativo. Percebemos que os alunos consideram
o conjunto dos relativos como um todo, isto porque as adicdes algébricas
sdo efetuadas por meio de deslocamentos sobre a reta numérica dos
inteiros. Embora nem sempre tenham sucesso em suas movimentagdes,
como apresentamos no decorrer da analise das respostas, mesmo assim,
ndo percebemos uma separacao entre positivos e negativos na realizacao
dos procedimentos de calculo.

No que se refere a unificacdo da reta numérica, esta concepc¢do parece
ter se consolidado, por meio das respostas obtidas por intermédio dos
calculos apresentados nas adi¢des algébricas, uma vez que eles associam o
calculo a deslocamentos sobre a reta numérica. Contudo, no que diz respeito
aos problemas aditivos serem resolvidos nos relativos, os alunos
demonstraram dificuldades tanto para escreverem uma situacdo que
representasse uma subtracdo, quanto para resolverem uma situacdo que
envolvia a subtracdo de um numero negativo, como nos mostraram os
resultados das questdes 4 e 5. Nas respostas encontradas para a questdo 4,

notamos o quanto a concepc¢ao de subtracao ainda esta atrelada a ideia de
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tirar. Esta concepc¢do tao fortemente instituida nos naturais encontra agora
dificuldades nos relativos.

Percebemos por meio das respostas apresentadas as questées 6 e 7
que os alunos conseguem efetuar adequadamente a multiplicacdo dos
sinais, embora, muitas vezes, acabem errando no produto desses numeros.
Observamos que, em relacdo ao teste aplicado para a multiplicacdo de
numeros relativos, os alunos apresentaram um progresso consideravel nos
procedimentos realizados no calculo das expressdes numéricas. Antes, os
alunos mal conseguiam apontar os erros na execu¢ao de uma expressao,
agora ja conseguem resolver uma expressao envolvendo a adicdo, a
multiplicacdo e a subtracdo com numeros relativos, atendendo, assim, as

nossas expectativas.



CONSIDERACOES FINAIS

O presente trabalho é uma tentativa de mostrar em que medida o
ensino dos numeros relativos conduzido por meio do “principio de
extensdo” pode contribuir para minimizar os problemas enfrentados pelos
alunos na multiplicacdo desses numeros. Historicamente, vimos que o
processo de consolidacdo do conceito de nimero negativo sofreu hesitacoes
tanto na comunidade dos matematicos, quanto na comunidade dos
professores. A procura por um bom modelo que explicasse a multiplicacao
—x — =+, s0 se resolve quando a matemadtica académica assume que ndo ha
significado na natureza que explique esse produto. Entdo, a academia passa
a buscar um significado produzido com base nos principios internos da
propria matematica.

Se, historicamente, o processo de consolidacdo do nimero negativo
enfrentou problemas ao procurar um bom modelo que explicasse a regra de
sinais entre dois numeros negativos, ainda, hoje, passados mais de um
século, presenciamos esse tipo de abordagem, em grande parte, dos livros
didaticos. Entdo, sentimos a necessidade de buscar subsidios tedricos que
fundamentassem a nossa sequéncia didatica, na tentativa de amenizar os
obstaculos enfrentados pelos alunos no que diz respeito ao processo de
ensino e aprendizagem dos relativos.

Nesse sentido, percebemos, por meio da nossa experiéncia, que o
ensino da adicdo de numeros relativos, conduzido através de deslocamentos
sobre a reta numérica, proporcionou aos alunos uma aprendizagem

desprendida de regras pré-estabelecidas. Assim, os alunos por meio das
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movimentacdes, realizadas na reta numérica, foram capazes de sinalizar a
formacao de generalizacbes a respeito das regras de sinais para a adicdo de
numeros inteiros.

Como o ensino da adicdo foi conduzido atendendo o “principio de
extensdo”, opondo-se ao modelo comercial, a maioria dos alunos nao
associou a ideia de ganho a um nuimero positivo e a ideia de uma perda a
um numero negativo. Esse fato contribuiu para que os alunos aceitassem
gue o produto de dois niUmeros negativos precisa ser positivo para atender
as condicOes internas da prépria matematica.

Um forte exemplo de como o modelo comercial cria obstaculo na
compreensdo das propriedades multiplicativas dos nimeros negativos pode
ser observado por meio da justificativa apresentada por um aluno, como nos

mostra a figura a seguir:

Figura 33 - Justificativa apresentada pelo aluno 07

(t20)+(-7)=
XM&/\& \&L\)b A ‘*% W}‘ (n Aqui o modelo
‘\'&3 comercial funcionou
(+6)x(+15)= 0507&\11- m@ ml{) A M&Lm& para explicar as

‘\'G}O \O CM\’\%\‘S&KM‘\ operagoes.

(-8).(+3)=
-4 WM&%W s QpAe 3
e este caso, 0
& {70 Nest
| dW\D Q))M Cumb e~ m/@ me w modelo comercial
Q'/b(Q dQ ﬂ‘(\l‘m Dﬂ(\mm STy impediu o sucesso

da resposta.

I

Fonte: Hillesheim (2013)
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Este exemplo corrobora o que viemos tentando mostrar ao longo
deste trabalho. Apesar de toda uma sequéncia didatica planejada a fim de
ndo associar o numero positivo a um ganho e o nimero negativo a uma
perda, por exemplo, esta concepc¢do trazida de experiéncias anteriores nao
foi abalada. Nas justificativas apresentadas por esse aluno, percebemos,
sem sombra de duvidas, que o modelo comercial que serviu para explicar as
propriedades aditivas e até mesmo algumas multiplicativas encontrou
obstaculos para explicar a multiplicacdo entre dois nimeros negativos.

Por meio das respostas obtidas pela aplicacdo dos testes,
principalmente na terceira e na quarta questao do teste da adicdao e na
guarta e quinta questdo do teste da subtracdo, percebemos que as
atividades que exigiram uma conversdo de registros nem sempre foram
resolvidos com sucesso. Isso porque as situacdes de ensino, nas quais a
congruéncia semantica se destacou da equivaléncia referencial, segundo
Duval (2012), contribuiram para um numero menor de acertos em relacao
aos casos em que a congruéncia semantica e a equivaléncia referencial
conduziam aos mesmos resultados, como os resultados apresentados na
primeira questdo do teste da subtracao.

Alertamos para o fato de que é preciso que o professor tenha um olhar
atento a essas questdes. Propor diferentes formulacées para um mesmo
tipo de problema pode ser um caminho que ajude a diminuir as dificuldades
encontradas pelos alunos, quando ndo ha congruéncia semantica entre a
situacdo e a expressdao matemadtica correspondente. A utilizacdo de varios

registros de representacdo semiodtica e a atividade de conversao também se
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mostram importantes neste processo, no sentido de conduzir o aluno a
apropriacdo do objeto matematico.

Nessa direcao, a variedade de registros utilizados para o ensino das
operacOes de adicdo, subtracdo e multiplicagdio com numeros relativos,
poderd contribuir para que o aluno tenha uma ideia global a respeito do
objeto matematico, permitindo, desse modo, que o aluno ndo confunda o
objeto matematico com a sua representagao.

Na nossa sequéncia didatica, a regra de sinais da multiplicacdo foi
apresentada por meio de uma sequéncia de produtos, como a sugerida pelo
Caderno 9 da Colecdo NCTM (PONTES, 2010, p. 104) e de acordo com a
demonstracdo sugerida por Moretti (2012), ambas utilizando argumentos
aritméticos. Observamos nas reacdes dos alunos que a justificativa
apresentada pelo Caderno 9 obteve uma melhor receptividade. Acreditamos
gue esta aceitacdo possa estar associada, de certo modo, ao fato de termos
mobilizado os conhecimentos que ja estavam ao alcance da maior parte dos
alunos. Essa mobilizacdo aconteceu quando apresentamos, primeiramente,
a multiplicacao de dois numeros positivos e de um nlimero positivo por um
negativo através de deslocamentos sobre reta. Depois, para completar a
sequéncia fizemos uma andlise dos produtos que foram surgindo e, nesse
momento, os alunos perceberam que para continuar a sequéncia, ou seja,
para atender as regras inerentes a matematica, o — x — precisa ser +.

As simulaces de multiplicacdo, utilizando as regras — x—=—e —x—=
+, apresentadas por Moretti (2012), que foram utilizadas na nossa sequéncia

didatica, reforcaram a necessidade de que a Unica regra que atende as
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propriedades distributivas da multiplicacdo em relacdo a adicdo é a regra
usual. Apesar do seu carater tedrico estar a frente da capacidade de
abstracdo dos alunos, culminando na sua baixa aceita¢do, os alunos também
puderam constatar que a regra usual precisa ser mantida a fim de atender
as regras especificas que fundamentam a matematica.

Apds a apresentacdo da operacdo da adicdo, apresentamos a operacao
de multiplicacdo e, por fim, apresentamos a operacdo de subtracdo. Na
apresentacdo da operacdo de subtracdo, utilizamos a regra de sinais da
multiplicagdo, a fim de simplificarmos as expressdes e obtermos uma soma
algébrica. Com a expressao simplificada, os deslocamentos sobre a reta
numeérica tornaram-se possiveis e os calculos puderam ser solucionados.

No momento que aconteceu a sequéncia didatica da subtracdo,
percebemos que os alunos ja dominavam melhor as operacdes de adicdo e
multiplicacdo. No entanto, o conceito de subtragdo nos relativos encontrou
dificuldades, isto porque a concepcao de subtracdo que os alunos
apresentaram estava fortemente relacionada a acdo de tirar. Como o foco
do nosso trabalho foi a multiplicagdo, ficamos surpresos ao ver emergir dos
resultados dos testes esse obstaculo.

As analises das respostas apresentadas nos testes, principalmente as
respostas da segunda questdo do teste da adicdo e da primeira questdo do
teste da subtracao, mostraram que os relativos ndo sao mais tratados como
se fossem naturais. Isso porque a operacdo de adi¢cdo nao foi associada a
calculos contdbeis, ela esteve relacionada a realizacdo de movimentacgdes na

reta numeérica.
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A operacdo de adicdo sendo apresentada como deslocamentos sobre
a reta numérica contribuiu para que os negativos ndao fossem tratados
separadamente dos positivos, como nos apontaram os resultados da
terceira questdao do teste da adicdo e a primeira questao do teste da
subtracdo. Essa forma de conduzir o ensino da adi¢do acabou contribuindo
para que os alunos percebessem que o conjunto dos nimeros inteiros é uma
unido entre o zero, os positivos e os negativos. Assim, observamos que a reta
numeérica foi unificada e os problemas aditivos sdo resolvidos nos inteiros,
como nos apontaram os resultados da terceira questdo do teste da adicdo e
da primeira questdo do teste da subtracdo. No entanto, os problemas
subtrativos ndo foram alcancados pelos alunos, como nos mostraram os
resultados da quarta e da quinta questdo do teste da subtracdo. Os alunos
ndo conseguiram se libertar da concepcao de subtracdo atrelada a ideia de
tirar, concebida nos naturais, e ampliar essa concepg¢ao nos relativos em que
a subtracdo desses numeros significa trabalhar com operadores negativos
gue operam transformacao de posicao.

Um pequeno grupo de alunos assimilou os problemas multiplicativos,
dominando completamente as operacbes de adicdo, subtracdo e
multiplicagdo nos relativos, como nos mostrou o resultado da sexta e da
sétima questdo do teste da subtracdo e da segunda questdo do teste da
multiplicacdo. Isto indica que os demais alunos ainda se encontram em
processo de transicdo. Contudo, os resultados apresentados, na terceira
guestdo do teste da multiplicacdo (81,1% de acertos no cdlculo da

multiplicacdo (—7) x (—4)), levam-nos a acreditar que a multiplicacdo entre
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dois nUmeros negativos parece ter sido alcancada pela maioria dos alunos,
apos a nossa intervencao didatica.

Como o nosso contato com a turma ndo se encerrou ao final da
aplicagdo da sequéncia didatica, continuamos observando os resultados da
aplicacdo dessa sequéncia a longo prazo. Podemos entdo relatar que foi
muito bom poder participar de uma experiéncia completamente inovadora,
pois esta foi a primeira vez que apresentamos os numeros relativos e as suas
operacdes de adicdo, multiplicacdo e subtracdo atendendo ao “principio de
extensdo”. Na nossa pratica, sempre buscdvamos exemplos praticos, do
cotidiano dos alunos para introduzir e ensinar as propriedades aditivas dos
numeros inteiros. Porém, quando chegava o momento da apresentacdo da
multiplicacdo desses numeros, virdvamos a pagina da contextualizacdo e
abriamos a pagina da dogmatizacdo. Com esta postura, percebiamos a
grande confusdo que se estabelecia entre as regras de sinais da adi¢ao e da
multiplicacdo de numeros inteiros nas situacdes de ensino.

Contudo a experiéncia que vivenciamos, conduzindo o ensino das
operacdes de adi¢gdo, multiplicacdo e subtracdo atendendo o “principio de
extensdo”, fez-nos perceber que aquela confusdo entre as regras de sinais
da adicdo e da multiplicacdo foram quase extintas. Mesmo porque as regras
para a adicdo foram construidas pelos alunos em um processo de
generalizagdes por meio dos deslocamentos sobre a reta numérica e, em
nenhum momento, elas foram primordiais na solucdo de um calculo.

Dessa maneira, a regra de sinais para a multiplicacdo dos inteiros pode

ser apresentada sem nenhum constrangimento. Ela aconteceu num
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processo natural como uma continuidade da adicdo. A multiplicacdo de dois
numeros positivos ou de um ndimero positivo por um negativo seguiu a ideia
de deslocamentos sobre a reta. Assim, os alunos num processo de
observacdo, de experimentacdo, de tentativas e erros foram capazes de
fazer generaliza¢Oes, percebendo que a multiplicacdo entre dois nimeros
negativos precisa ser positiva, a fim de atender as regras da consisténcia
interna da prépria matematica.

Os desafios que permanecem no processo de ensino e aprendizagem
dos nimeros relativos exigem a continuacdo das pesquisas, principalmente,
no que se refere aos fendbmenos da congruéncia semantica. As reflexdes
presentes, neste trabalho, ndo se esgotam, elas apontam para a importancia
do desenvolvimento de pesquisas nas nossas salas de aula do ensino
fundamental. Acreditamos que muitas das dificuldades apresentadas por
nossos alunos estdo diretamente relacionados as transformacdes de

representagdes semidticas: os tratamentos e as conversdes.
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APENDICES
APENDICE A - BLOCO |
Adicao de numeros inteiros
Objetivos:

e compreender os processos usados para a adicao de numeros inteiros
na reta numeérica;

e resolver situagdes problemas envolvendo numeros inteiros e, a
partir delas, ampliar e construir novos significados para a adicdo de
numeros inteiros relativos;

e diferenciar os sinais operatdrios dos sinais predicativos.

12 aula: A professora comecou a aula pedindo para que os alunos
desenhassem um prédio de apartamentos com 1 andar térreo, 9 andares
acima do térreo, e 2 andares de garagens abaixo do térreo. A seguir, pediu
gue eles representassem cada andar desse prédio por um numero inteiro.
Entdo, a professora problematizou: Em que andar se encontra o elevador
guando:

a) partindo do térreo, subir 7 andares e, em seguida, subir mais 2
andares;

b) partindo do primeiro andar, descer 3 andares;

c) partindo do terceiro andar, subir quatro andares e, em seguida, descer 7
andares;

d) partindo do térreo, descer 2 andares e, em seguida, subir 1

andar.
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E, a partir desta situacao, direcionou o didlogo com a turma questionando a
possibilidade de desenhar o prédio na posi¢cdo horizontal, como ele ficaria?
Levando, com isto, os alunos a perceberem as similaridades com a reta dos
inteiros. E, entdo sobre a reta dos inteiros desenhada no quadro na posi¢do
horizontal, definiram como sentido positivo para os deslocamentos feitos
para a direita, e, como sentido negativo os deslocamentos feitos para a
esquerda. A professora propds varias situagées de deslocamento sobre a
reta numérica e em conjunto com a turma determinou o ponto de chegada.
Depois, a professora colocou no chdo da sala um segmento de reta
numerada, confeccionada com papel pardo, e disse que tinhamos ali uma
“pista” e sobre esta pista os estudantes iriam se deslocar como foi feito no
guadro com a reta numérica, e pediu a participacao dos alunos para fazerem
os deslocamentos sobre a pista. Os alunos foram organizados em duplas, um
aluno se deslocou na pista e o outro ditou o direcionamento, fazendo seus
registros no quadro e no final registrou o ponto de chegada, por exemplo:
Jodo e José formaram uma dupla. Jodo andou sobre a pista e José falou a sua
trajetdria aleatoriamente e anotou no quadro, assim: (—2) + (+3) + (1) + (+4)
+(—5) =—1. Nesse caso, 0 —1 representou o ponto de chegada. Na sequéncia,
a professora chamou outras duplas para participarem da atividade.

22 aula: No inicio da aula a professora fez uma retrospectiva da aula anterior
e propos a lista de atividades a seguir, que foi realizada em grupos de trés
alunos, contando com o auxilio da professora, e ao final da aula a professora

recolheu a atividade.
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1) Desenhe uma reta numérica. Partindo do zero, determine o nimero de
chegada quando andamos:

a) +2, e em seguida, +7;

b) —2, e em seguida, —5;

c) +4, e em seguida, +2;

d) +3, e em seguida, —8;

e) -3, e em seguida, +8;

f) -1, e em seguida, —3;

2) Cada letra equivale a soma dos nimeros dos dois blocos imediatamente
abaixo. Determine o niumero que esta no alto da pilha. (Faca o registro dos

calculos)

-10 +8 -3 -1

4) Efetue:
a) (—=8) + (+3) +(+2) + (-1) + (+3) =

b) 12 + (-13) + (—4) + (+5) + (-3) + 0 + (1) =
c) =3+ (+7) + (—6) + (+8) + (=3) + (+15) + (+2) =
d) (-25) + (+3) + (-18) + (+21) + (-30) + (-16) =

Explique qual foi o seu procedimento para resolver as expressdes acima:
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32 aula: Nesta aula, a professora retomou as questées da aula anterior,
procurando tirar as duvidas dos alunos. Depois, organizou a classe em
grupos de 4 ou 5 alunos para aplicar o jogo do tiro ao alvo. Cada equipe
recebeu um alvo colorido, desenhado num pedacgo de cartolina, e graos de
milho. Cada cor do alvo teve como valor um nimero inteiro, que foi decidido
entre a classe e a professora. Estabelecidos os valores, cada participante do
grupo jogou o milho cinco vezes no alvo, montando a sua expressao
numeérica e calculou a sua pontuacdo. Cada integrante do grupo esteve
atento aos calculos do colega, para que ndo ocorressem somas erradas e
falsas pontuacdes. Apds a realizacdo dos cdlculos da primeira rodada,
repetiu-se o mesmo procedimento para a segunda, terceira e quarta
rodadas. Ao final, cada equipe somou a sua pontuacdo geral e a equipe
vencedora recebeu uma salva de palmas da turma. Logo apds, a professora
distribuiu para cada aluno um pirulito como uma forma de premiacao pela
participacdo, deixando claro que nesse jogo todos somos vencedores, pois
conquistamos o melhor prémio que foi a aprendizagem.

42 aula: A professora iniciou a aula questionando a turma sobre o que
acharam da aula anterior. Em seguida, registrou no quadro as conclusdes
gue a turma chegou e verificou se a turma ja conseguia fazer algum tipo de
generalizagdo sobre a adicdo de numeros inteiros. No caso positivo, a

professora institucionalizaria esse conhecimento, no caso de ser negativo,



Regras dos sinais: saga e implicac@es didaticas 185

induziria a turma, fazendo perguntas e problematizando. Até que eles
comecaram a perceber que quando os numeros apresentam o mesmo sinal
deveriam somar os valores absolutos dos numeros permanecendo com o
mesmo sinal, e quando eles possuissem sinais diferentes deveriam diminuir
permanecendo o sinal do nimero que apresentasse maior modulo. Mas,
isso ndo foi imposto pela professora, sdo ideias que deveriam emergir da
classe apds os debates. Em seguida, a professora propds uma lista de
atividades para ser feita em dupla, com o auxilio da professora, e entregue
ao final da aula.

1) Pinte os discos abaixo na seguinte ordem, de dentro para fora: preto,
amarelo, verde, laranja. André, Beto e Carlos estdo jogando dardos. Veja os

dardos que cada um deles arremessou:

Cor Pontos
Preto +9
Amarelo +4
Verde -2
Laranja —6

Cada letra no disco corresponde ao dardo arremessado pelo seu respectivo
jogador. Assim, a letra A representa os dardos de André, B os dardos de Beto
e C os dardos de Carlos. Agora responda:

a) Quantos pontos André fez?

b) Quantos pontos Beto fez?

c) Quantos pontos Carlos fez?
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d) Quem fez menos pontos?

e) Quem venceu o jogo?

2) Observe as sequéncias de nimeros:
a)12,7,2,-3,-8,-13,...

Como essa sequéncia foi formada?

b) -7, -3, +1, +5, +9, +13,...

Como essa sequéncia foi formada?

3) Calcule:
a)2+(-2)+0+(-1)+(-3) +(+6) =

b) (-10) + (+15) + (—28) + (+46) + (—28) + (-15) + (+13) =
c) (+26) + (—-15) + (+65) + (—48) + (+23) + (-6) + (+11) =
d) 45 + (—32) + (+59) + (—18) + (+21) + (—33) + (+45) =

4) Escreva a expressdo numérica que representa o desenho a seguir:

186
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52 aula: A aula iniciou com o didlogo entre a turma e a professora sobre as
estratégias que foram utilizadas para resolver a lista de atividades da aula
anterior, juntamente com a corregdo coletiva delas. Os alunos tiveram a
oportunidade de colocar para o grande grupo a maneira que usaram para
resolver os calculos que foram propostos. E nessa exposicdo de ideias um
ajudou o outro a entender e a encontrar maneiras diferentes e mais rapidas
para efetuarem o mesmo tipo de cdlculo. Apds o debate a professora

registrou no quadro as conclusGes a que o grupo chegou.

62 aula: A professora deu continuidade a aula anterior propondo uma lista
de atividades que foram realizadas em grupos de trés alunos, contando com
o auxilio da professora.

1) Joana ganha 40 reais de sua mae. Compra um livro por 30 reais. Seu pai
Ihe da 8 reais. Joana vai ao cinema e gasta 13 reais.

a) Escreva uma expressdo numérica que represente o saldo de

Joana.

b) Qual é o saldo de Joana?

2) Desenhe uma reta numérica e represente nela, através de flechas, os
seguintes movimentos:

a)+8 + (+5) + (-13)

b) —4 + (+2) + (+5)
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3) Num certo dia de inverno a temperatura na cidade de Lages era 8° C e caiu
10° C durante a madrugada.

a) Escreva uma operagdo com numeros inteiros que represente a
situacao.

b) Qual a temperatura registrada durante a madrugada?

Justifique

4) Complete o quadrado magico sabendo que a soma nas linhas verticais,

horizontais e diagonais é sempre a mesma.

5) Dona Judite foi ao banco e verificou a movimentacdo de sua conta

corrente.
Data Descricao Valor Saldo
21/04 Depdsito + RS 120,00 + RS 165,00
23/04 Cheque debitado | —RS$ 87,00
02/05 Saque -RS$ 65,00
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05/05 Depésito +RS 415,00

12/05 Saque —R$ 390,00

De acordo com a tabela, responda:

a) Qual era o saldo ao final do dia 23/04

b) Qual era o saldo anterior ao depdsito de RS 120,00?

c) Em quais dias o saldo ficou negativo? O que isso representa?

d) Em quais dias o saldo ficou positivo? O que isso representa?

6) Complete a piramide sabendo que o tijolo acima é a soma dos dois tijolos

que o sustentam.

—

72 aula: Nesta aula a professora aplicou um teste para verificar a aprendizagem
da adicdo de numeros inteiros. Esse teste foi realizado individualmente e se

encontra no apéndice B.
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APENDICE B

Teste da adigao

1) Complete a trilha conforme a indicacdo das setas:

——> adicione —3 (horizontal)

@ adicione +3 (vertical)

+4 I:>+1 = -2

+1

-0

Em que numero vocé chegou?

2) Resolva as operacdes e justifique a sua resolugao.

Operacgao

Justificativa

+12 + (=5) =

(+8) + (+9) =

(—17) + (+3) =

(-8) + (-5) =

3) Leia e responda as questdes:

190
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Um caracol pretendia chegar ao topo de um muro; no entanto, subia alguns
centimetros e escorregava outros.
a) Certa vez ele subiu 8 cm e escorregou 6 cm. Houve avango ou retrocesso?

De quanto?

b) J4 em outra ocasido, ele subiu 9 cm, escorregou 15 cm e subiu 4 cm. Houve

avango ou retrocesso? De quanto?

c) Represente, por meio da reta dos inteiros, os movimentos feitos por ele
no item a.
d) Represente, por meio da reta dos inteiros, os movimentos feitos por ele
no item b.

(PROJETO ARARIBA, 2006, p. 28)
4) Pedro estd jogando bolinhas de gude. Na primeira partida perde seis. Joga
uma segunda partida. Depois dessas duas partidas, ele nem perdeu, nem

ganhou. O que aconteceu na segunda partida?

5) Maria resolveu fazer bombons para vender. Foi entdo a uma docaria para

fazer o levantamento do custo da matéria prima. Veja a tabela:

Material Gastos
Leite condensado RS 18,00
Chocolate RS 27,00
Formas para bombons RS 6,00
Embalagens RS 8,00
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a) Maria pensou em pedir RS 50,00 emprestado de sua mae para comprar o

material. Esse dinheiro seria suficiente? Por qué?

b) Se Maria conseguisse comprar o material descrito acima e produzisse 150
bombons com ele. Se ela vendesse cada bombom por RS 2,00, teria lucro ou

prejuizo? De quanto?
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APENDICE C - BLOCO I
Multiplicagao de numeros inteiros
Objetivos:

e compreender os processos usados para a multiplicacdo de numeros
inteiros aplicando a ideia de extensdo da propriedade distributiva
dos nimeros positivos para o caso dos nUmeros negativos;

e resolver situa¢des-problema envolvendo nimeros inteiros e, a partir
delas, ampliar e construir novos significados para a multiplicacdo de
numeros inteiros;

e resolver expressdes numeéricas envolvendo adicdo e multiplicacdo de

numeros inteiros.

12 aula: A professora iniciou a aula retomando a adi¢cdo algébrica de
numeros inteiros por meio de deslocamentos sobre a reta numérica dos
inteiros. Assim, introduziu a multiplicacdo de dois nimeros inteiros positivos
como sendo o deslocamento desse nimero tantas vezes como um dos
fatores determinar, por exemplo: (+2) x (+3) = (+3) + (+3) = +6. Ou seja, na
reta dos nimeros inteiros tem-se dois deslocamentos de 3, partindo do zero,
no sentido positivo e chega-se no seis positivo. Nesse primeiro momento
também foi apresentado a multiplicacdo de um numero positivo por um
numero negativo, de maneira analoga a apresentada anteriormente. A
multiplicacdo de um ndmero negativo por outro numero negativo esteve
embasada no exemplo apresentado no caderno 9 da Colecdao NCTM, que
apresenta o produto da multiplicacdo de dois numeros inteiros como uma

sequéncia, cujo produto positivo é uma condicdo com vistas a manutencao
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da consisténcia interna da matematica, atendendo ao “principio de

extensdo” de Caraca (1963). Como exemplo, a sequéncia de produtos:

3x4=12 3x-4=-12
P P

2x4=8 2% -4=-8
> S
1x4=4 1 x -4 =4
:P-4 ;P+4
0x4=0 0% -4 =0
294 2}M
A x-4=14

1x4=-4
RS >
2x4=-8 2 x4 =148

e >
3x4=-] 3 x-4=+12

Esta justificativa foi apontada na pesquisa realizada por Pontes (2010) como
sendo a mais eficaz para o entendimento da regra de sinais, na opinido dos
alunos da atualidade. Mas, também foi feita uma problematizacao utilizando
a ideia Hankel, que propde a regra de sinais usual como a Unica que preserva
a distributividade a direita e a esquerda. Dessa forma, colocou-se a seguinte
multiplicacdo para a classe e a turma foi questionada a respeito de como
poderiam resolvé-la? (1-4)x (-5+1)
e Eliminando os parénteses: —3 x (—4) = +12
e Eliminando os parénteses a esquerda e usando a distributividade: —3
x (-5 +1) =—3 x (=5) =3 x (+1) como esse resultado deve ser o mesmo
que o anterior, espera-se que os alunos cheguem a dizer que =3 x -5

deve ser +15. Pois, +15 -3 = +12.
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e Eliminando os parénteses a direita e usando a distributividade: (1 —4) x

(—4) = 1x (—4) —4 x (—4) = —4 + 16 = +12

Para problematizar um pouco mais a professora sugeriu que fossem feitos
os mesmos calculos novamente, porém admitindo-se, segundo Moretti
(2012), a possibilidade de — x — ser —. E teremos:
e Eliminando os parénteses: (—3) x (—4) = +12
e Eliminando os parénteses a esquerda e usando a distributividade: —3
x (=5 +1) = -3 x (-5) -3 x (+1) = -15 -3 = —18.
e Eliminando os parénteses a direita e usando a distributividade: (1 —

4) x (—4) = 1x (—4) -4 x (-4) = -4 -16 = —20

Para finalizar a aula, a professora fez o levantamento juntamente com a
turma sobre os pontos que eles perceberam ao se adotar — x — = —. A seguir,
fez juntamente com a turma a sistematizacdo da regra de sinais para a
multiplicagdo de numeros inteiros, fazendo o registro no quadro das
conclusdes que a turma chegou e dos pontos destacados por eles. Pretendia-
se que eles chegassem a conclusdo que é preciso adotar a regra usual para
manter o mesmo resultado independente da maneira como os calculos
fossem efetuados.

22 aula: A professora retomou a aula anterior pontuando a multiplicacao de
numeros inteiros e organizou a sala em grupos constituidos por 4 alunos.
Cada grupo recebeu um jogo de domind com a multiplicacdo de nimeros
inteiros. O intuito do jogo foi de proporcionar a fixacdo da regra de sinais

que foi explorada na aula anterior de uma forma descontraida. O jogo
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constituiu-se por 28 pecas feitas de cartolina e segue as regras do domind
tradicional; as pedras oferecem cdlculos e respostas que devem ser
colocadas na ordem correta. O jogador que nao obtiver o resultado para
jogar passa a vez para o proximo. Vence o jogo quem terminar as pegas
primeiro. E assim, passa para a proxima rodada. No final da aula a professora
perguntou para a turma: Como foi a aula? E, dessa forma, interagiu com eles
buscando sanar e esclarecer as duvidas que eles pudessem apresentar.
32 aula: A aula foi iniciada com a professora perguntando para a turma:

e (+2) x (+5) é? Por qué?

o (—4)x(+3)é? Por qué?

e (-5)x(—6) é? Por qué?
Apds o debate com a turma a professora pediu para que eles se
organizassem em grupos com trés alunos para resolverem a lista de

atividades a seguir, e ao término da aula foi recolhida pela professora:

1) Complete a sequéncia apresentada na tabela e responda:

3x12=36 a) O que acontece com o 12 fator quando se |é as contas de cima para
2x12 =24 baixo?
1x12=12
0x12 = b) O que acontece com o 29 fator quando se Ié as contas de cima para
baixo?
—-1x12=
¢) O que acontece com o produto quando se |é as contas de cima para
x = baixo?
< = 2) Agora observe e complete essa outra sequéncia

d) Com basg no que vocé observou: “Um numero negativo vezes um
d

anpresenta n%tabe a e responda: .
umero positivo da um produto .
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4 x (—8) =-32 a) No que esta tabela difere da anterior?
3x(-8)=-24 b) O que acontece com o produto quando se |é as contas
2x(-8)=-16 de cima para baixo?
1x(-8)= c) Com base no que vocé observou: “Um numero
0x (-8) = negativo multiplicado por numero negativo da um
< = produto
x =

3) Calcule e justifique o seu procedimento.

Calculo Justificativa

(-3) x (+4) =

(=6) x (=2 + 10) =

(-7)x(-2)+4-2x(+6) =

4) Um avido estava a uma altitude de 400 metros. Para escapar de uma
tempestade, o piloto subia 24 metros a cada 6 minutos. Qual foi a altitude
atingida pelo avido apds 30 minutos? Justifique sua resposta.

5) O professor Jodo prop0s a seguinte expressdo para os alunos resolverem:

—5.(+3) -4 .(-10 - 3). Marcos e Juliana resolveram a expressdo de modos

diferentes veja:
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Marcos Juliana
-5.(+3)-4.(-10-3) = -5.(+3)-4.(-10-3) =
-15-4 .(-13) = -15-4.(-10)-4.(-3) =
—15+52 = -15+40+(+12) =
+37 -15+40+12 =

+37

Com base nos calculos realizados por Marcos e Juliana, responda:
a) Se eles resolveram os calculos de modos diferentes, como eles

conseguiram chegar ao mesmo resultado?

b) O resultado que eles chegaram esta correto? Justifique.

c) Agora resolva do seu modo a expressao e justifique o seu procedimento.

Expressao Justificativa

—5.(+3)-4.(-10-3) =

42 aula: Nessa aula a professora retomou a adicdo e a multiplicacdo de
numeros inteiros com o intuito de verificar se os alunos ja conseguiam
resolver as operagdes sem confusGes entre os sinais a serem usados nas
operacdes de adicao e de multiplicacdo dos inteiros. Para isso a professora
colocou no quadro operacbes de adicdo, de multiplicacdo e expressdes
envolvendo a adicdo e a multiplicacdo de numeros inteiros para serem

resolvidas em conjunto com a turma. Por exemplo: (-2) + (—4) = ?, (+13) + (-
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5 +(+8)+(-9)=7?,(-7) x(-3)="7?, (+4 —8) x (-3) + 5 = ?, etc. A seguir os
alunos foram organizados em grupos com quatro alunos para realizarem as
atividades propostas sendo recolhidas no final da aula:

1) Marque (V) se for verdadeira ou (F) se for falsa nas proposicGes a seguir.
a.( ) O produto de um nimero inteiro por zero da o préprio nimero.

b. ( ) Se um numero inteiro ndo nulo for multiplicado por seu oposto, o
resultado serd sempre um numero negativo.

c. ( ) Se um numero inteiro ndo nulo for multiplicado por ele mesmo, o
resultado sera sempre um nimero positivo.

2) Justifique suas respostas dos itens da questdo anterior.

a.

3) Escreva uma operacao utilizando numeros inteiros que atenda aos

critérios propostos:

Critérios Operagao

A soma de dois nhiumeros inteiros é —7

O produto de dois niumeros inteiros é +10

4) Juliano e um amigo estdo brincando de um jogo que tem as seguintes

regras:
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e (Cada jogador inicia a partida com um saldo positivo de 10 fichas e
devera responder um total de 20 questdes durante o jogo.

e A cada resposta correta o jogador recebe 3 fichas e a cada resposta
incorreta perde 1 ficha.

e Serd o vencedor aquele que tiver o maior saldo positivo de fichas.

a) Se Juliano acertar 10 questGes, qual sera seu saldo ao final do jogo?

b) Lorena, amiga de Juliano, acertou 15 questdes. Qual foi seu saldo ao final
do jogo?

¢) Qual é o numero de questdes que um jogador deve acertar para ficar com
10 fichas ao final do jogo?

d) Qual é o maior numero de fichas que um jogador pode acumular?

e) Nesse jogo é possivel que um jogador fiqgue com um saldo devedor de
fichas. Qual é o nimero minimo de questdes que um jogador deve acertar
para que isso ndao acontega?

f) Existe a possibilidade de um jogador terminar o jogo com o saldo positivo

de 1 ficha? Por qué?
(PROJETO ARARIBA, 2006, p. 50)

52 aula: Essa aula foi utilizada para fazer um debate sobre as questdes que
foram propostas na aula anterior. A turma foi organizada formando uma
circunferéncia e a professora devolveu as listas de atividades para cada
aluno. A professora iniciou o debate pela questdo 1 e pediu a participagao
da turma na discussdo, levantando os principais aspectos da questdo. Na
sequéncia, a professora deu continuidade passando para as demais

guestdes, sempre contando com a participacdo da turma. No final da aula a
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professora registrou no quadro os pontos que foram discutidos e
sistematizados com a turma e pediu para que eles anotassem em seus

cadernos, como uma forma de registrar o que foi discutido na sala de aula.

62 aula: Nessa aula os alunos em duplas resolveram as seguintes atividades,
contando com a assisténcia da professora para auxilia-los nas duvidas:
1) Analise cada uma das sequéncias e complete-as.

a) _4/ _3/ _21 _1/ 0 /11 ) ) ’

b) _91 _61 _31 OI 31 ’ ’ )

c)-8,-4,__ ,4,8,12

2) Utilizando os numeros apresentados na tabela, escreva uma operacao

para cada situacao.

-4 |3 -2 |-8 |+7 |0

a) Uma multiplicacdo de dois fatores com resultado igual a +32

b) Uma adicdo de trés parcelas com resultado igual a =7

c) Uma multiplicagado de trés fatores com o resultado igual a 24
3) A piramide possui um “segredo”. Descubra o segredo e determine o

numero inteiro que deve estar no alto da piramide.
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4) Jodo tem uma colecdo de miniaturas de 15 carros antigos. Durante um
més ele ganhou trés novos carros, emprestou 2 e perdeu um carro. Quantos
carros ele possui em sua estante neste momento? Qual das expressdes
abaixo representa o enunciado do problema?

a)15+3+2+1 c)15+3-(2+1)

b)15+(3+2+1) d)15-3+(2+1)

5) Complete a tabela:

a b axb
-2 -3
+4 -20
-4 +32
+12 +8

6) Escreva uma situacdo problema que possa representar a expressdo
numeérica (—15) . (+3) + (-2).

7) Efetue:

a) (-9).(+6) + (-15-1) . (-2) =

b)-2+3-15.(-1) =
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c) (—18) + (-3)—(-4).(+6).(-3) =
72 aula: Nesta aula a professora aplicou um teste sobre a multiplicacdo e a
adicao de numeros inteiros, realizado individualmente pelos alunos. Esse

teste se encontra no apéndice D.
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APENDICE D

Teste da multiplicagcao

1) Resolva as operagoes e justifique ao lado a sua resolugdo.

Operagao Justificativa

+15 + (+6) =

(=32) + (~16) =

—12 +(+13) =

(+20) + (-7) =

(+6) x ( +15) =

(-8).(+3)=

(-9) x (-4) =

2) Marcos vendeu sua moto, mas ira receber o dinheiro em 18 parcelas de
RS 235,00.
a) Utilizando numeros inteiros, escreva uma expressdo numérica que

represente essa situagao:




Regras dos sinais: saga e implicac@es didaticas 205

b) Qual o valor total que Marcos irad receber?

c) Se Marcos quiser comprar outra moto que custe RS 7.000,00, o dinheiro

que ird receber serd suficiente? Por qué?

3) Na figura, qual niUmero inteiro deve ser colocado no lugar de cada letra?

-7 —4 = A
= +
+29 -10
+ =
C = -2 x B

4) Sérgio e Paulo estavam brincando com um jogo que funcionava segundo
as regras: a cada resposta certa, o jogador anda 3 casas para frente; a cada
resposta errada, anda 2 casas para trds. Ganharia o jogo quem primeiro
alcancasse a 252 casa. Os dois jogadores responderam a um total de 20
questdes cada um. Sérgio acertou 12 e Paulo acertou 13.

a) Quantas questdes cada um deles errou?

b) Quantas casas Sérgio andou para a frente? E para tras?

c) Quantas casas Paulo andou para a frente? E para tras?

d) Em qual casa cada um dos jogadores parou?

e) Quem ganhou o jogo?
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(PROJETO ARARIBA, 2006, p. 72)

5) Descubra o erro cometido por Jonas na resolugdo da expressdo e
responda:

(-3). (+19+6) + (+3). (-1) +4 =

(-3).(+25) +(-3)+ 4=

-75-3+4=74

a) Qual foi o erro que Jonas cometeu ao resolver a expressdo?

b) Sera que este tipo de erro é comum? Por qué?

c) Como vocé resolveria essa expressdo? (Demonstre seus calculos)
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APENDICE E — BLOCO Il

Subtragdo de nimeros inteiros
Objetivos:

e compreender a légica dos processos usados para a subtracdo de
numeros inteiros aplicando a regra de sinais da multiplicacdo para
simplificar as expressdes do tipo a — (—b) e a — (+b);

e resolver situacdes-problema envolvendo numeros inteiros e, a partir
delas, ampliar e construir novos significados para a subtracdo de
numeros inteiros relativos;

e resolver expressdes numéricas envolvendo adicdo, subtracdo e

multiplicagdo de numeros inteiros.

12 aula: A professora comecgou a aula propondo a seguinte situagao
problema: Numa certa noite de inverno na Serra catarinense os
termOmetros registraram +4° C no inicio da noite. Na madrugada desta
mesma noite os termémetros chegaram a registrar —2° C. Quantos graus a
temperatura variou nesta noite?

Com esta situacdo a professora pediu a turma sugestdes para solucionar o
problema. Esperava-se que a turma mencionasse o desenho do termémetro,
caso contrario a professora os direcionaria para tal. Com o desenho do
termometro feito e a solucdo do problema encontrada, a professora
perguntou: Como podemos representar essa solu¢do por meio de uma
operacao? Qual? Esperava-se que os alunos apontassem a subtracdo —2 —

(+4). Se este fato ndo ocorresse a professora faria varias simulacdes do tipo:
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Se a temperatura fosse de +20° e passasse para +26°, qual seria a variagdo?
Como vocés fizeram o cdlculo? Até que eles apontaram a subtracdo como a
operac¢do a ser usada nessas situacdes. Depois de montada a expressao a
professora atentou para a multiplicacdo dos sinais que devera ser realizada
a fim de simplificar a expressao para efetuar os cdlculos, assim: (-2) — (+4) =
—2 — 4 = —6. A professora sugeriu que apos a retirada dos parénteses o
calculo poderia ser efetuado por meio de deslocamentos sobre a reta
numeérica, como os realizados na adicdo. Apds a explanacdo do assunto a
professora pediu para que os alunos sentassem em dupla para realizarem as
atividades que foram entregues e ao término da aula, recolhidas.

1) Um submarino encontra-se a —243 metros de profundidade. Depois de
duas horas, esta a =180 metros.

a) Ele subiu ou desceu?

b) Quantos metros?

2) Escreva uma operacdo que atenda aos critérios:

Critérios Operagao
Uma subtracdo de dois nimeros é +4

A soma de trés nUmeros é -5

O produto de dois numeros é —16

3) Complete as sentengas com os sinais +, — ou x.
a)(-3)_(-2)=-1
b) (-2) ___(-5)=+10
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c) (+10)_ (-14)=+24
d)(-12) __ (-3)=-15

4) Efetue:
a) (-5) + (-3) x(-2) =

b) (+8) — (-13) =

c) (=7)x(-5)=(=2) =

5) Os automoveis partiram da cidade A, mas em direcdes opostas. O

primeiro percorre 50 km a esquerda de A, e o segundo 90 km a direita de A.

Nessas condicGes, responda:

>

‘i
&
[ I8N

NELSON MATSUDA

-50

(Figura retirada do livro Matematica. BIANCHINI, p. 28, 2006)

a) A distancia entre eles aumentou ou diminuiu?

b) Escreva uma operagdo que represente a situagdo:

c) A que distancia um carro se encontra do outro apds o trajeto percorrido?

22 aula: A professora comecou a aula propondo o jogo das argolas. A sala foi

dividida em grupos com 5 ou 6 alunos. Cada grupo recebeu um tabuleiro
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contendo 12 hastes presas verticalmente nele e 4 argolas, 2 azuis e 2
vermelhas. Cada uma das hastes presas ao tabuleiro representou um
ndmero e esses numeros estavam dispostos alternando um positivo e um

negativo, como no esquema a seguir:

+16 | —24 | +4

-12 | +20 | -8

+8 | -16 | +24

+12 | -20 | 4

Neste jogo, as argolas vermelhas faziam o aluno ganhar pontos e as azuis
perder pontos. Por exemplo: Foram arremessadas as argolas vermelhas nos
numeros —24 e +8, e as argolas azuis nos numeros +16 e —4, que podem ser

escritas na forma de expressao da seguinte forma:

0+ (-24) + (+8) = (+16) —(—4) =-28

K

Inicio ganha ganha perde perde

Cada jogador ao fazer sua jogada arremessou as quatro argolas e montou a
sua expressao numérica efetuando os seus calculos adequadamente. A
seguir, passou-se a vez para o préoximo e assim sucessivamente até que
todos tivessem completado a primeira rodada. O jogo foi concluido apés o
término da quarta rodada. Foi vencedor o aluno que alcangou o maior
numero de pontos na soma das quatro rodadas.

32 aula: A professora iniciou a aula conversando com a turma sobre o jogo

da aula anterior e levantou, juntamente com a turma, os pontos que eles
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haviam achado interessantes no jogo. A seguir fez os registros desses pontos
no quadro para que eles pudessem anotar em seus cadernos. Depois, pediu
para que eles se sentassem em duplas para realizar o teste que se encontra

no apéndice F.
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APENDICE F

Teste da subtracao

212

1) Durante as férias, Carla e Mateus foram para a serra. No inicio da viagem,

ainda em sua cidade, Mateus verificou que a temperatura local era de 25° C.

Ja na serra, Carla viu que a temperatura era de 18° C. Qual foi a variacao da

temperatura ao longo da viagem?

2) Complete o quadrado magico sabendo que a soma nas linhas verticais,

horizontais e diagonais é sempre a mesma.

-3

-2

+3

3) Complete a trilha conforme a indicagdo das setas:

* Vertical: adicione (-2) ~ JL
e Horizontal: subtraia (-5) =

)=l ]

1
94=D=D
D#D#E

5
H-0-0

Em que numero vocé chegou?
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4) Escreva uma situagdo que represente a operacao (+20) — (-5).
5) Uma pessoa encontra-se em uma camara frigorifica cuja temperatura é
de —8° C. Ao sair, encontrard uma temperatura ambiente de 23° C. Qual a

variacdo de temperatura que essa pessoa terd de suportar?

6) O esquema abaixo representa uma maquina que leva um nimero inteiro

X a outro numero inteiro y.

x—»— | multiplica por (-3) soma (+4) — >y
Determine os valores Determine os valores de
de y para: quando:
x=1 y=7
x=0 y=13

7) Para continuar seus estudos neste e nos proximos anos, é conveniente
que adicdes, subtracdes e multiplicagdes com ndmeros inteiros sejam
efetuadas quase automaticamente, para isso é preciso exercitar. Resolva as

expressdes abaixo registrando seus calculos.
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a) (—23) + (-14) - (-56) =

b) (-5) x (-3 + 14) — (-21) =
c) (-8=6)x(-4)+(-3+7)=
d) (-12 +31) — (—4) + (+26) =



